MT23 - A2023 - Examen - Correction médian

Exercice 1

Soient
1 2 -1 3 by
A=11 3 1 2 et b= 1|by |,
1 4 [0 1 b3

ol « € IR est un parametre.

1. Est-ce que le systeme Az = b peut admettre une unique solution? Justifier soigneusement la
réponse.

2. Résoudre en fonction de « le systeme Ax = 0.
3. Déterminer une base de Ker(A) en fonction de a.

4. Toujours en fonction de «, déduire rang(A).

1. Az = b ne peut pas admettre une unique solution.
En effet, rang A + dim Ker A = nb colonnes(A) = 4, or rang A < 3 donc dim Ker A > 1. 1l existe
donc xy # 0 € Ker A. D'ou, si Az = b, A(x + xg) = b.

2.
r1 4+ 2z — 3 + 3xz4 = 0
Ar =0 < r1 + 3x9 + w3 + 2x4 = 0
ry + 4rs + axrs + x4 = 0
r1 4+ 2z9 — r3 + 3x4 = 0
=4 To + 23 — ry = 0
209 + (a+1l)zg3 — 24 = 0
1 + 2x2 — r3 + 3ry = 0
= Tro + 23 — ry = 0
(v — 3)x3 =0
r1 = —dxy
— Sia#3, Ar=0 < To = T4
z3 = 0
— Sia=3 Ar=0 & {‘“ = 53 =50
To = —2r3+ 14
—5%4 -5
. T 1
3. — Sia#3,x= 04 =z4| |
Ty 1
-5 -5
1 1
Le vecteur 0 € Ker A donc Ker A = vect 0 .
1 1

De plus, ce vecteur est non nul donc c’est une base de Ker A



— Sia=3,z= 2x;3—|— R T3 12 + x4 é
T4 0 1
5 _ _
—2 1 —2 1
Les vecteurs 1 et 0 € Ker A donc Ker A = vect < 1] o >
0 1 0 1

Ils ne sont pas colinéaires donc forment une famille libre et donc une base de Ker A

4. — Si a # 3, rang A + dim Ker A = 4 et dim Ker A =1 donc rang A = 3.
— Si =3, dim Ker A = 2 donc rang A = 2.

Exercice 2

Soit P I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et B = (po, p1, p2) sa base canonique.
Pour tout p € Py de la forme p = agpg + a1p1 + asps, on considere Iapplication u : Po — IR? définie par

u(p) = (ap — a1, az)

Montrer que u est linéaire.

Donner l'expression de la matrice A représentant u dans les bases canoniques de Py et IR2.
Déterminer une base de Ker u.

Déterminer Im .

Que peut-on en déduire sur u?

A

Soient qo = po, q1 = po + p1 et g2 = po + p1 + p2.
(a) Montrer que B’ = (qo, q1,¢2) est une base de Ps.
(b) En déduire un supplémentaire de Ker u dans Ps (justifier soigneusement la réponse).
(c) Donner la matrice de passage de B & B’ et la matrice de passage de B’ a B.
(d) Soit le polynome p défini par p(t) = 5 — 4t + 3t2, Vt € R.
Exprimer p en fonction de qp, ¢q1 et go en utilisant la question précédente.

1. Soient p = agpo + a1p1 + azp2 et w = wopo + wip1 + wap2
— u(p+w) = ((ap +wo) — (a1 +w1), a2 +w2) = ((ap — a1) + (wo — w1), az + w2) = u(p) + u(w).
— u(Ap) = (Aag — Aaq, Aaz) = (M(ag — a1), Aag) = Au(p)
donc u est bien linéaire.

2. u(po) = (1,0), u(p1) = (=1,0), u(p2) = (0,1) d’onr la matrice A = (é _01 (1)>

az =0 az =0 < p=ao(po+p1).

po + p1 € Ker u donc Ker u = vect < pg + p1 > et pg + p1 # 0 donc c’est une base de Ker .

3.pEKeru©{ao_a1_0 {ao—al

4. D’apres la question précédente, on sait que dim Ker © = 1 donc dim Im v = dim Py — 1 = 2.
On a donc dim Im v = dim IR? et Im © ¢ IR? d’ott Im u = IR?.
5. Im u = IR? donc u est surjective.
6. Solent go = po, g1 = po + p1 et g2 = po + p1 + p2.
1 1 1

(a) det(qo,q1,92) =0 1 1 |=1% 0 donc (q0,q1,q2) est une base de Ps.
0 0 1



(b) Sachant que Ker u = vect < ¢q; > , on pose G = vect < qo, g2 >.
On a bien dim Ker u + dim G = 3 = dim Ps.

p=oao1q

D = qpqo + @292

car (qo,q1,q2) est une famille libre. On a donc bien Ker u NG = {0} d’ou Ker u @ G = Ps.

(c) Soit P la matrice de passage de B a B/, alors

De plus, p € Ker u ﬂG@{ = agqotaege—a1q1 =0=ag=as=a; =0
1 11

P=10 11
0 0 1

Pour calculer la matrice de passage de B’ & B, il suffit d’exprimer les vecteurs de B’ en fonction
des vecteurs de B :

40 = Po bo = Qo
41 =po +Pp1 <4 P1=—q9+q
g2 = po +Pp1 + P2 P2 = —q1+q2
On obtient donc
1 -1 0
pt=(0o 1 -1
0 O 1
(d) p = 5po — 4p1 + 3p2 donc on peut lui associer le vecteur X correspondant aux coordonnées
5
dans la base B: X = | —4
3
Pour obtenir le vecteur coordonnées X’ dans la base B, il suffit de faire le produit X’ = P71X :
1 -1 0 5 9
X'=(0 1 -1 -4 =\|-7
0 0 1 3 3

Dot p = 9q0 — 7q1 + 3ga.

Exercice 3 (baréme approzimatif : ...) CHANGER DE COPIE

On considere I'espace vectoriel M3 3(IR), noté M3(IR), et on note (E11, Ei2,. .., E33) sa base canonique
(on rappelle que Ej; a tous ses coefficients nuls sauf celui de la ligne i colonne j qui vaut 1).

On introduit les sous-espaces vectoriels F' et D3 de M3(IR) par

0 mi2 ma3 myp 0 0
F=<{Me M3(]R) M= | mgn 0 mo3 et D3=qM € M3(IR) M= 0 Mmoo 0
m3y m3z2 0 0 0  ma33

1. (a) Déterminer dim(F') et dim(Ds).
(b) En déduire que M3(R) = F @ Ds.

2. Le but de cette partie est de démontrer que toute matrice M € M3(IR) de trace nulle peut s’écrire
M = BC —CB, ou B et C € M3(R) (ce résultat est en fait valable pour tout n € IN).

On définit la matrice A par

o N O
w o O



et 'application g de M3(IR) dans M3(IR) par
g(M) = AM — MA

Montrer que g est linéaire.

Calculer g(M) pour tout M € M3(R).
Monter que Im(g) C F' et que Ker(g) = Ds.
En déduire que Im(g) = F

Soit M € M3(IR) avec trace(M) = 0, on admet le résultat suivant :
il existe P € M3(IR) inversible et N € F telles que M = P"INP.

—
> a5 -
S e e N N

i. Montrer qu’il existe R € M3(IR) telle que
N = AR — RA.

ii. En déduire I'existence de B et C' € M3(IR) vérifiant M = BC — CB, ou B = P~'AP.

1. (a) Soit M € F alors on a

3
M = miaE19 + mi3E13 + mo1 Eor + mag Bz + m31 B3 + m3aF3s = Z mij Bij.
ij—1
i#]

Ainsi la famille (E12, E13, E21, Fa3, E31, E32) est une famille génératrice de F. De plus c’est une
sous famille de la base canonique de M3(IR) donc elle est libre. On en déduit que

dim(F) = 6.
Par ailleurs pour tout M € D3 on a
3
M = my1E11 + maoEog + m33 B33 = ZmnEu
i=1

On en conclut que la famille (E11, E92, F33) est une famille génératrice de D3. C’est également une
sous famille de la base canonique de M3(IR) donc c’est une base de D3 et on a

dim(D3) = 3.
(b) D’apres le cours on a l’équivalence suivante :
M3(R)=F®Ds < { dim(Ms(R)) = dim(F) + dim(Ds), F N D3 = {0}.
La premiere propriété est une conséquence directe de ce qui précede, on a
dim(M3(R)) =9 =6+ 3 = dim(F') + dim(Ds3).

Soit & présent M € F N Ds, alors M admet des coefficients diagonaux nuls (car M € F) et M
admet des coefficients en dehors de la diagonale également nuls (car M € D3). En conclusion tous
les coefficients de M sont nuls et donc

FNDy= {O}

2. Soit g(M) = AM — MA.



(a)

(e)

Soient M et N € M3(IR) alors on a
g(M + N) = A(M + N) — (M + N)A = (AM — MA) + (AN — NA) = g(M) + g(N).
Soient a présent M € M3(IR) et A € R, on a
gOM) = AONM) — (AM)A = N(AM — MA) = \g(M).

On en déduit que g est linéaire.
Soit M € M3(IR), on a

100 mi1 M2 M3 mi1 M2 M3 1 00
g(M)ZAM—MAZ 0 2 0 mo1 MM9o2 123 — mo1 MM9o2 1Mo3 0 2 0
0 0 3 ms1 Mgz M33 ms1 Mgz M33 0 0 3
mi1 M1z M3 mi1 2miz 3mas
= | 2mo1 2ma2 2ma3 | — | m21 2mo2 3maz |,
3mg1 3m3za 3mg33 ms31  2mgz  3mss
ainsi on obtient
0 —1m12 —277113
g(M): moq 0 —ma3
2m31 ma9o 0

Soit N € Im(g) alors il existe une matrice M € M3(IR) vérifiant N = g(M). D’apres la
question précédente on a

0 —1MmM19 —2m13
N = mo1 0 —ma3
2m31 ma9 0

Ainsi les coefficients diagonaux de N sont nuls, i.e., N € F'. En conclusion on vient de démontrer
I'inclusion Im(g) C F.
Soit a présent M € Ker(g) alors on a

0 —1mM192 —2m13 0 0 O
g(M) =0 < mo1 0 —1ma3 =10 0 O
2mg1 ma3g 0 000

En en déduit que mis = mi3 = mo1 = ma3 = maz; = m3s = 0 et donc que M est de la forme

mi1 0 0
M = 0 mo O
0 0 mas

Ainsi M € D3 et on a l'inclusion Ker(g) C Ds. De plus on vient de montrer que la famille
(E11, Egg, E33) est une famille génératrice de Ker(g). De plus cette famille est libre comme sous
famille de la base canonique de M3(IR). On en déduit que dim(Ker(g)) = 3 = dim(D3) et donc
que Ker(g) = Ds.

D’apres le théoreme du rang et la question précédente, on a
rang(g) = dim(M3(RR)) — dim(Ker(g)) =9 — 3 = 6.

Ainsi Im(g) C F et dim(Im(g)) = dim(F') = 6, on en déduit I'égalité Im(g) = F.
Soit M € M3(IR) avec trace(M) = 0.



i. D’apres la propriété admise on a M = P"'NP avec N € F. Comme F = Im(g) alors
N € Im(g) et dans ce cas il existe une matrice R € M3(IR) vérifiant

N =g(R) = AR — RA.
ii. D’apres ce qui précede on a
M =P 'NP=P Y AR~ RA)P = P"'ARP — P"'RAP = P"'APP™'RP — P"'RPP ' AP.

Finalement on pose B = P7'AP et C = P 'RP. On en déduit alors la décomposition
recherchée :

M = (P7*AP)(P7'RP) — (P"'RP) (P~'AP) = BC — CB.



