MT23 - A2024 - Examen médian - Corrigé

Exercice 1

Soit Py I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
On note B = (po, p1,p2) la base canonique de Ps.
Soit a un nombre réel non nul fixé. On définit les polynoémes qq, g1, g2 de la fagon suivante

vieR g(t) =1, qi(t) = (t —a), ga2t) = (t — ).

1. Utiliser les déterminants pour montrer que C = (qo, g1, ¢2) est une base de Ps.
Correction : On calcule le déterminant de la matrice obtenue en écrivant les composantes
des polynomes qo, q1, g2 dans la base canonique : gy = pg, ¢1 = —apo + p1,
q2 = a*po — 2ap; + p2, et on obtient

1 —a a?
det (QO7 CI17Q2) =10 1 —2a | =1 7& 0
0 0 1

On a utilisé le fait que, la matrice étant triangulaire, le déterminant est égal au produit
des termes diagonaux.
La famille C = {qo, g1, ¢2} est donc une base de Ps.

2. Déterminer P la matrice de passage de B dans C.
Correction : La matrice P est la matrice construite précédemment : on range colonne par
colonne les composantes des vecteurs de la base C dans la base B et on obtient

1 —a a
P = 0 1 —2a
0 O 1

3. Calculer P71,
Correction : On détermine les composantes des vecteurs pg, p1,p2 dans la base C et on

obtient P~! la matrice de passage de C & B. On doit résoudre un systeme dont la matrice
est triangulaire, ce qui est immédiat :

q = Po bPo = Qo
@ = —apo +p <4 P11 = aqg +q
@ = a’py —2ap1 +p2 p2 = d’q0 +2aq1 +go
On obtient alors
1 a a?
Pl=[01 2
0 0 1

4. On définit application u par, Vp € Po

u(p) = qip’ — p + p(a)qo,

ou p’ désigne la dérivée de p

(a) Montrer que u est linéaire et que Im u C Ps.



Correction : Vp,q € P2, Va € R,

ulp+q) = qalp+q9) —@+a9+ @+ (a)g
= qp —p+pla)p + ad —q+q(a)p
= u(p) +u(q)
u(ap) = q(ap) —ap+ (ap)(a)qo

aqp’ — ap + ap(a)qo
= ou(p).

Montrons de plus que Im u C Po : soit p € Py, p' € Py, 1 € Py donc ¢1p' € Po.
D’autre part, p(a)gp est un polynéme constant, donc ¢1p" — p + p(a)qo € Pa.

Déterminer la matrice A de u quand on munit Py de la base C. Vérifier que cette matrice est

diagonale.

Correction : On constate apres calculs que : ¢, =0, ¢} = qo,¢5 = 2q1.

On a d’autre part qoq1 = q1, 11 = q2, et q1(a) = g2(a) = 0.

On obtient alors

u(q0) =0 —qo +qo =0,

uw(q)) =qq —q+0=q —q =0,

u(q2) = q1(2q1) —q2 +0 = qo.

On écrit, colonne par colonne, les composantes de u(qg), u(q1),u(g2) dans la base C, d’ou
la matrice :

A=

o O O

0 0
00
0 1

On note A la matrice de u quand on munit Py de la base B.
Quelle relation matricielle lie A et A? On ne demande pas de calculer A.
Correction : On a R

A=PAP™!

Que vaut le rang de u ? Justifier la réponse.

Correction : Le rang de u est égal a la dimension de Im u.

La famille (u(qo), u(q1),u(g2)) est une famille génératrice de Im .

Puisque u(go) = u(q1) = 0,u(q2) = ¢2, la famille (g2) est une famille génératrice de Im w.
Cette famille est libre (car un vecteur non nul), c¢’est donc une base de Im u et rang u = 1.
On aurait pu également calculer le rang de A A possede 2 colonnes nulles et une colonne
non nulle, donc le nombre maximum de colonnes linéairement indépendantes est 1 et
rang u = rang A=1.

Déterminer une base de Ker u (on pourra utiliser les questions précédentes).

Correction : En utilisant le théreme du rang, on obtient

dim Ker v = dim Py — dim Ker u =3 — 1 = 2.

Les 2 vecteurs gp et ¢; appartiennent a Ker u, la famille (go, ¢1) est une famille libre
(sous-famille d’une famille libre), c’est donc une base de Ker w.



Exercice 2

Soit A € My, B € My,.
1. De quels espaces vectoriels les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels? (On ne
demande pas de démontrer qu’il s’agit de sous-espaces vectoriels)

Im A, Im B, Im AB, Ker A, Ker B, Ker AB.

Correction : Notons tout d’abord que AB € M, . On a donc :
Im A est un sous-espace vectoriel de M.

Im B est un sous-espace vectoriel de M.

Im AB est un sous-espace vectoriel de M,,;.

Ker A est un sous-espace vectoriel de M.

Ker B est un sous-espace vectoriel de M.

Ker AB est un sous-espace vectoriel de M.

2. (a) Quelle inclusion existe entre Ker B et Ker AB? (Démontrer cette inclusion).
Correction : Ker B C Ker AB. En effet, soit z € Mg

reKerB & Bxr=0
= ABx=A0=0
= x € Ker AB.

(b) Quelle inclusion existe entre Im A et Im AB ? (Démontrer cette inclusion).
Correction : Im AB C Im A. En effet, soit y € M1

y€lm AB & dzxtqy= ABzx
= 3J2/(= Bz) tqy = Ad’
= yelm A

3. On suppose que Ker A = {0}.

(a) Montrer que Ker AB = Ker B.
Correction :

r€Ker AB & ABx =0
& BreKer A
& Br=0 car Ker A= {0}
&z € Ker B.

Donc Ker AB = Ker B.

(b) En déduire une relation entre rang AB et rang B
Correction : Le nombre de colonnes de AB et le nombre de colonnes de B vaut ¢ donc,

d’apres le théoreme du rang :
rang AB + dim Ker AB = g,

rang B + dim Ker B = ¢,
or Ker AB = Ker B donc dim Ker AB = dim Ker B et on en déduit que

rang AB = rang B.



Exercice 3

Soit E et F' sont deux espaces vectoriels sur K. Soit f € L(E,F') et g € L(F, E).

1. On suppose que fogo f=f

(a) Montrer que VZ € E, ¥ — (go f)(Z) € Ker f.
Correction : V¥ € F,

f(@—(go f)(Z) = [f(Z)— f(go f(Z)) car f est linéaire
= f(&)—(fogo f)(2)
= f(&)—f(&) car f=fogof
= 0.

Donc Vi € E, ¥—(go f)(Z) € Ker f.

(b) En déduire que £ = Ker f +Im g.
Correction : VZ € E, % = (Z — (g o f)(Z)) + (g o f)(Z),
o ¥ — (go f)(Z) € Ker f d’apres la question précédente,

o (9o f)(@) =g(f(@)) €Im g,
donc Z est la somme d’un vecteur de Ker f et d’un vecteur de Im g.
On a donc F C Ker f+Im g. Or Ker f 4 Im g C E par définition, d’ou ’égalité.

2. On suppose de plus que go fog=g.
Montrer que E = Ker f @ Im g.

Correction : Montrons maintenant que Ker f NIm g = {0} :

. 3j € F, & = g(y) { Jy € F, % = g(7)
ZeKer fNlmg < {f(f):() RN o) =0
N { WeRTi=g@)
9(f(g(9)) =g(0) =0 car g est linéaire
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Or go fog=g,donc g(f(9(¥))) = 9g(y) =7 i.e. T=
On adonc K =Ker f@Im g

3. Soit p un projecteur de E, c’est a dire un endomorphisme de F vérifiant po p = p.

(a) Utiliser ce qui précede pour montrer que
E=KerpdImp
Correction : On pose £ = F et f = g = p, on a alors
fogof=popop=pop=p=/f et gofog=popop=pop=p=yg.
Les hypotheses des questions 1 et 2 sont vérifiées et on a donc E = Ker p @ Im p.

(b) Soit Z € E, en déduire les vecteurs &1 et Zy de sa décomposition unique :

T = T1 + 2o, avec &1 € Ker p, 5 € Im p.
Correction : On utilise ce qui précede :

T=7—(go f)(T)+ (g0 [)@) =T~ (pop)(@) + (pop)(&) =7~ p(&) + p(Z)

D'ou #) = & — p(¥) et Zy = p(¥) : on retrouve bien sur le résultat qui a été démontré
directement dans le DM 2.



Exercice 4

Soit E et F' deux espaces vectoriels, avec dim E'=p et dim F = ¢, et u € L(E, F).

1. Soit &1, @2, ..., Z; des vecteurs de . On définit les propositions :
(P) &= (Z1,%2,...,@;) est une famille libre.

(Q) F = (u(z1),u(Z2),...,u(Z;)) est une famille libre.

Quelle implication vraie existe entre les propositions (P) et (Q) 7 Démontrer le résultat.
Correction : On a (@) = (P). En effet, supposons que (Q) soit vraie, Vo, o, ..., o € K,

o171 + aodo + ... + ajfj = U(G) = ula1T) + @y + ... + ajfj) =0
= oqu(@) + au(Z2) + ... + aju(

) = car u est linéaire
= aj=a=..=a; =0 car (u(z), ( 2),...,u(Z;)) est libre

Donc & est libre et on a bien (Q) = (P).
2. On suppose que rang u = 1 avec
O<r, r<p, r<q.

Soit (fi, fa, .., fr) une base de Im u.

(a) Montrer qu'il existe €1, €3, ..., €. appartenant a E tels que

—

w(é) = fi, w@) = fa, ., w@)=fr et (&,é,...,¢) libre.

Correction : Puisque fl, fé, . fT appartiennent & Im u, alors il existe €1, €3, ..., € appar-
tenant & E tels que u(¢y) = f1,u(é) = fo, ..., u(€,) = fr.

De plus, en utilisant la question précédente, puisque (u(e), u(€2), ..., u(é,)) est une famille
libre, alors la famille (€1, e, ..., &) est libre.

(b) On note k la dimension de Ker u. Soit (e/1, €, ..., €’x) une base de Ker wu.
Montrer que £ = (€1, €2, ..., €, €1, €9, ..., €') est une famille libre.
Correction : Vay, as, ..., ay, 51, ..., B € K,

18+ oo+l + P11+ B =0 = w(@@y + ... + el + 1€ 1. + Brely) = u(0)

= au(@)+ ... + u(@) + Biu(eh)... + Bru(e’y) =0
car u est linéaire

J

oaqu(@) + ... + opu(@) =0 car €y, ...,y € Ker u

= alﬁ—i—...—i—arﬁ::ﬁ car u(€;) = fi, Vi=1,..r
= a1=..=a,=0 car (ﬁ, .., f) base donc libre
De plus,
> > Y g0 . . .
{ a1€1 + ... + o€ + fre'r... + Bre’, =0 = By + Becly =0
a;=..=a,=0

= [f1=..=p,=0 car (6_71, ...,e_;k) base donc libre

La famille £ est donc une famille libre.
(¢) En déduire que £ = (€7, €, ...,é},é;l,e_;g, ...,e_7k) est une base de E.
Correction : dim Im v + dim Ker v =dim F < r+ k = p.
La famille (€1, €2, ..., €., €'1, €9, ..., €'}) est libre et contient p vecteurs, c’est donc une base
de E.



