MT23 - A2022 - Examen médian

Durée 1h30 — Les documents et machines & calculer sont interdits.

Rédigez chaque exercice sur une copie séparée.
Justifiez soigneusement toutes vos réponses.

Exercice 1 (baréme approzimatif : 6 points) CHANGER DE COPIE

On considere 'espace vectoriel M3 2(IR) et on note (E11, Eq2, Ea1, E22) sa base canonique (on rappelle que Ej;
est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la ligne i colonne j qui vaut 1).

Soit A € M3 2(IR) avec
2 1
A= (0 2> '

On note C(A) 'ensemble commutant de A, c’est-a-dire ’ensemble des matrices qui commutent avec A :
C(A) ={B e My3(R)/AB = BA}.
1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de Mg 2(IR).

2. Justifier que A est inversible et montrer que C(A4) = C(A™1)
(indication : on pensera a la multiplication par une matrice convenable).

3. On cherche a déterminer une base de C(A).

(a) Dire si les matrices suivantes appartiennent a C(A) : C = ((1) ?1)) , D= (; (1)> .
(b) Déterminer une base de C(A).
4. Soit pa : Maa(IR) = Maz2(IR) I'application donnée par
¢©A(B) = AB — BA, VB € Mss(R).
Montrer que 4 est une application linéaire. Quel lien existe-t-il entre Ker(p4) et C(A) ?

5. En déduire rang(p4) et déterminer une base de Im(p4).

6. Déterminer la matrice représentative de ¢4 dans la base canonique de M3z 2(IR).

Exercice 2 (baréme approzimatif : 4 points) CHANGER DE COPIE

Soit Py lespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et B = (pg, p1, p2) sa base canonique.
Pour tout p € Py de la forme p = agpy + a1p1 + asps2, on considere ’application w : Py — Po définie par

u(p) = 2p’ — p+ ao po.
1. Montrer que u est linéaire.

2. Déterminer 'expression de la matrice A représentant u dans la base canonique de Ps.



3. Déterminer Ker(u), rang(u) et une base de Im(u).

4. Soient go = po, q1 = po + 2p1 et g2 = 2p1 + p2. On définit la matrice

Q=

S O =
SN =

0
2
1

Montrer que @ est inversible et en déduire que B’ = (qo, q1, ¢2) est une base de Py. Que représente Q 7
5. Déterminer Q1.

6. En déduire I’expression de A’, la matrice représentant u dans la base B, en fonction de A, Q et @' (on
ne demande pas de calculer A’).

Exercice 3 (baréme approzimatif : 5 points) CHANGER DE COPIE

Dans cet exercice, on se propose de calculer le déterminant suivant pour certaines valeurs de n :

2 n—1

1 a1 a7 ... af

1 ay a3 ... ag_l

Vn(al,---,an): . . . . )

2 n—1

1 an, aj ay

ouai,...,an € R.
1. Que vaut Vi, (ai,...,ay,) siil existe deux indices distincts 4,5 € {1,...,n} tels que a; = a; 7

2. On pose n = 2, calculer V5(aq, az).
3. On pose n = 3.

(a) En vous aidant des formules C; — a1C;_; pour i = 2 et 3 (ou C; désigne la colonne i) montrer que
Vs(a1, a2, a3) = (a2 — a1)(as — a1)Va(az, a3).

(b) En déduire Vi(ay,asz,as).
(¢) Application :
i. Calculer la valeur du déterminant de
4

6
9

—_

1 2
A=1[1 4
1 3
ii. Soit b € M3 1(IR), justifier que I’équation Az = b admet une unique solution.
4. On pose n = 4. En vous inspirant des questions précédentes, montrer que

Vi(ar, az,as3,a4) = (a2 — a1)(az — a1)(as — a1) V3(ag, as, as)

et en déduire Vy(a1, az, as,as).



