MT23 - A2022 - Examen médian - Correction

Exercice 1 (6 points)

On considere I'espace vectoriel Mao(IR) et on note (E11, E12, Ea1, E92) sa base canonique (on rappelle que E;;
est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la ligne i colonne j qui vaut 1).

Soit A € M3 2(IR) avec
2 1
A= (0 2) |

On note C(A) l'ensemble commutant de A, c’est-a-dire I'ensemble des matrices qui commutent avec A :
C(A) ={B € M23(R) / AB = BA}.

1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M 2(IR). (0.5/6)
Correction. La matrice identiquement nulle de Mo 2(IR) appartient & C(A) donc C(A) # ). On considere
B et C deux matrices quelconques de C(A), alors

AB+C)=AB+ AC=BA+CA=(B+(C)A,
d’ott B+ C € C(A). Soit B € C(A) et A € R alors
A\B) = AMAB = ABA = (\B)A.
Ainsi AB € C(A). On en déduit que C(A) est un sous-espace vectoriel de Ma2(IR).

2. Justifier que A est inversible et montrer que C(A4) = C(A™1)
(indication : on pensera a la multiplication par une matrice convenable). (1/6)
Correction. Pour montrer que A est inversible on remarque que det (A) = 4 # 0 et donc que A est
inversible. Par ailleurs, pour toute matrice B € C(A) on a les équivalences suivantes :

BeC(A) <« AB=BA,

& A'AB= A"'BA,
& B=A"'BA,

& BA'=A"'BAATY,
& BA'=A7'B,

& BeC(A).

Cette suite d’équivalences permet de déduire directement que C(A4) = C(A™1).

3. On cherche a déterminer une base de C(A).

(a) Dire si les matrices suivantes appartiennent a C(A) : C = ((1) ?) , D= <§ (1)> (0.5/6)

27 2 7
7 1 4 2
a0 1), pas (1 2).

Correction. On a

donc C € C(A). De méme, on a

On en déduit que D ¢ C(A).



(b) Déterminer une base de C(A4). (1/6)

Correction. On raisonne par une suite d’équivalences, on a :

d

21 ab a b 2 1
2 c d)\0 2/’

BeC(A)« AB=DBA et B:(Z b),

0
2a+c —2a
2b+d =a+ 2b,
= 2c,
=c+2d,
ﬁ{
10 0 1
< b= <o a) (o 1>+b<0 o)'

— —
€C(A) €C(A)

Donc cette suite d’équivalences montre que

ety v} 0. (2 1))
6 D)+ 0= 0

alors nécessairement A = = 0. Donc la famille de matrices

(1)@ a)):

est une famille libre de M3 2(IR). Donc cette famille forme une base de C(A).

Par ailleurs, pour A et 8 € IR si

4. Soit pa : Maa(IR) — Mazo(IR) I'application donnée par
0aA(B) = AB — BA, VB € Mas(R).

Montrer que ¢4 est une application linéaire. Quel lien existe-t-il entre Ker(pa) et C(A) 7 (1/6)
Correction. Soient B et C' € Ms2(IR), on a

wA(B+C)=AB+C)—(B+C)A=AB - BA+ AC —CA = p(B) + pa(C).
Par ailleurs pour tout B € Mss(IR) et A€ R on a
©0A(AB) = A(AB) — (AB)A = A(AB — BA) = Apa(B).
On en déduit que ¢4 est linéaire. De plus on a les équivalences suivantes :
B e Ker(pa) & AB—BA=0< AB=BA< BeC(A).

Donc Ker(pa) = C(A).



5. En déduire rang(p4) et déterminer une base de Im(p4). (1/6)
Correction. D’apres le théoreme du rang et la question précédente on a

rang(pa) = dim(Ma2(R)) — dim(Ker(ps)) =4 —dim(C(4)) =4 -2 = 2.

On sait par le cours que l'image par ¢4 de la base canonique de My 2(IR) est une famille génératrice de
Im(pa4). Or on a

N T R (S T R O )

0 0
QOA(E12) = (0 0> car B9 € C(A),

= (5 2) (10) =0 0) G 2)= G 0) - 9) = ) -
S O [ R [ B O R R B e

Or comme (E12, E11 — E29) est une famille libre de M3 2(IR) contenant deux éléments alors c’est une base

de Im(p4).

6. Déterminer la matrice représentative de ¢4 dans la base canonique de Ma2(IR). (1/6)
Correction. D’apres la question précédente on obtient directement que cette matrice s’écrit

0 0 1 0
-1 0 0 1
0 0 0 O
0 0 -1 0

Exercice 2 (4 points)

Soit Py 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et B = (pg, p1, p2) sa base canonique.
Pour tout p € Ps de la forme p = agpo + a1p1 + aspe, on consideére 'application u : Py — Py définie par

u(p) = 2p’ — p + ag po.

1. Montrer que u est linéaire. (0.5/4)
Correction. On remarque que ag = p(0), on pourra donc utiliser cette notation.
Soient p et ¢ € P2, on a

ulp+q)=20p+q) —(p+ @) + @+ a)(0)po = (20" —p+p(0)po) + (¢ — ¢+ q(0)po) = u(p) + u(q).

De plus pour tout p € P et A € R, on a
u(Ap) = 2(Ap)" — (Ap) + (Ap)(0)po = A (2" — p + p(0)po) = Au(p).

Donc u est une application linéaire.



2. Déterminer I'expression de la matrice A représentant u dans la base canonique de Ps. (0.75/4)
Correction. On a

u(po) = —po + po(0)po = —po + po = 0,
u(p1) = 2po — p1 + p1(0)po = 2po — p1,
u(p2) = 4p1 — p2 + p2(0)po = 4py —
On obtient alors
0 2 0
A=10 -1 4
0o 0 -1

3. Déterminer Ker(u), rang(u) et une base de Im(u). (1.25/4)
Correction. On a les équivalences suivantes :

p € Ker(u) & u(p) =0 et p=aopo + aip1 + azpo,
< 2p —p+p0)po =0 et p=aopo+ aipr + azpz,
< 2a1po + 4agp1 — aopo — a1p1 — azp2 + aopo = 0,
& 2a1p + (4ag — ar)pr — agpe =0,
< ay =ay =0 car (pg,p1,p2) famille libre de Ps,
< P = aopo-

On déduit de cette suite d’équivalences que Ker(u) = Vect(pg). Par ailleurs, d’apres le théoreme du rang
on a

rang(u) = dim(Pz2) — dim(Ker(u)) = =2.

D’apres le cours on sait que Im(u) = Vect(u(po), u(p1), u(p2)). Or comme u(py) = 0 (voir question 2)
alors Im(u) = Vect{u(p1), u(p2)). Il reste a voir si la famille (u(p1), u(p2)) est libre dans Ps. Pour ce faire
on considere « et 5 € R vérifiant

cu(pr) + Bu(pz) = 0= a(2po — p1) + Aldps — p2) = 0,
= 2apo + (48 — a)p1 — Bp2 = 0,
=a=0=0 -car (py,p1,p2) est une famille libre de Ps,

donc (u(p1),u(p2)) est une famille libre de Py et forme une base de Im(u).

4. Soient go = pg, q1 = po + 2p1 et g2 = 2p1 + p2. On définit la matrice
1 1 0
Q=10 2 2
0 01

Montrer que @ est inversible et en déduire que B’ = (qo, g1, ¢2) est une base de Py. Que représente Q ?
(0.5/4)

Correction. On remarque que det () = 2 # 0 et donc que @ est inversible. Par ailleurs on remarque
également que les colonnes de () sont constituées des composantes des vecteurs de B’ dans la base B,
autrement dit

det (go, q1,q2) = det (Q) # 0.

D’apres le cours on sait alors que B’ est une base de Ps. De plus @ représente la matrice de passage de
la base B a B'.



5. Déterminer Q1. (0.5/4)

Correction. Pour déterminer Q!

on cherche a résoudre le systeme linéaire suivant

q0 = Pos Do = qo,
@ =po+2p, ¢ p =(—q+aq)/2,
Q2 = 2p1+ pe, P2 =qo—q1+ qo.
On obtient ainsi
1 -1 1
Q'=[(0 & -1
0 O 1

6. En déduire I'expression de A’, la matrice représentant u dans la base B, en fonction de 4, Q et Q! (on

ne demande pas de calculer A’). (0.5/4)

Correction. Pour ce faire on applique directement la formule de changement de bases et on obtient la

relation

A= QTAQ.

Exercice 3 (5 points)

Dans cet exercice, on se propose de calculer le déterminant suivant pour certaines valeurs de n :

1 ay a3 a’ll_i
5 —
YRR I R |
1 a‘n a? ag;l
ouai,...,a, €R.
1. Que vaut V,(a1,...,ay) si il existe deux indices distincts 7,5 € {1,...,n} tels que a; = a; ? (0.5/5)
Correction. Si deux lignes de la matrice sont égales alors V,,(a1,...,a,) = 0.

2. On pose n = 2, calculer Va(ay,az2). (0.5/5)
Correction. On obtient directement

Vg(al, GQ) =ag —ay.

3. On pose n = 3.

(a) En vous aidant des formules C; — a1C;_;1 pour i = 2 et 3 (ou C; désigne la colonne i), montrer que

Vs(ai1,az2,a3) = (a2 — a1)(az — a1)Va(az, as).

Correction. On a

(1/5)

1 a a? |1 0 0 1 0 0
2 2
Vs(ai,a2,a3) = |1 ag a5\ =11 az—a1 a5—aaz|=|1 ag—a; az(az—a1)l.
1 as a% 1 a3 —ag (I%*alag 1 ag3—a; as(as —ay)



On obtient ensuite par développement par rapport a la premiere ligne et par multilinérité du

déterminant

az(az —ay)
az(az — ay)

a2 — aj

V(al,GQ,a3) = as — ay

(b) En déduire V3(ay, az,as). (0.5/5)
Correction. On obtient directement

= (a2 —a1)(a3z — ay)

16L2

1 = (a2 — al)(ag — al)V(CLQ, ag).
as

Va(a1,az,a3) = (az — ay)(az — ar)(ag — az).

(c) Application :

i. Calculer la valeur du déterminant de

A

Correction. On a

S

(0.5/5)

— =
Lo B
—_
© >

det (A) = V3(2,4,3) = (4 —2)(3 —2)(3 — 4) = —2

ii. Soit b € M3 1(IR), justifier que I'équation Az = b admet une unique solution. (0.5/5)
Correction. Comme det (A) # 0 alors A est inversible et dans ce cas I'unique solution de Az = b

est donnée par z = A~1b.

4. On pose n = 4. En vous inspirant des questions précédentes, montrer que

Vi(ai, a2, a3, a4) = (a2 — a1)(az — ay)(as — a1) Vs(ag, ag, as)

et en déduire Vy(a,ag,as,aq). (1.5/5)

Correction. On applique les opérations C; — a1C;_1 pour ¢ = 2,3 et 4, on a

1

Vi(ai, a2, a3,a4) =

—_ = = = —_ = =

ap @i a3
as a3 a3
as a3 a3
as a3 aj
0 0 0
ao — aq a% —ajan CL% - alag
az —a; a3 —ayaz aj —ajai|’

2

a4 — aq ai —ajaq ai —ajay

On développe ensuite par rapport a la premiere ligne et on obtient

a% — a1a9
2
Vi(ar,a2,a3,a4) = |ag — a1 a3 — ajas

a2 — ax

a4 — ay ai —ajay4

a3 — aja’ ag —ay as(ag —ay) a3(az —ay)
a3y —ajai| = las — a1 as(as —a1) a3(as —ay)
aj — aja? ag —ay ag(ag —ay) a3(as—ay)

Il reste a appliquer la multilinéarité du déterminant pour obtenir

Vi(ar,az,as3,a4) = (a2 —a1)(as —ay)(aqg —ay) |1 as a%

Enfin d’apres la question 3(b) on en déduit que

1 ay a3
= (a2 —a1)(az — ay)(as — a1)Vs(az, as, asq).
1 a4y a2

Vi(ar, az,a3,a4) = (a2 — a1)(az — a1)(as — a1)(az — az)(as — az)(as — as).



