MT23 - A2025 - Test 1 - Correction

Exercice 1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R et f € L(E, F).

1. Donner la définition de f € L(E, F).
2. Donner la définition de Im f.

3. Montrer que Im f est un sous-espace vectoriel (on précisera de quel espace vectoriel).

Correction.

1. f est linéaire de E dans F' si
— pour tout T et ¥ € E alors f(Z+9) = f(Z) + f(¥)),
— pour tout ¥ € E et a € R alors f(aZ) = af(Z)
22 Imf={yeF/3TZcE y=f(2)}
3. Montrons que Im f est un sous espace vectoriel de F'. Il y a trois propriétés a vérifier :
— Im f#0:en effet, f(0p) = 0p car f est linéaire donc Op € Im f.
— Soient ¢1 et ¥ € Im f. Alors il existe Z et Ty € E vérifiant ; = f(¥1) et 7 = f(&2).
Il reste a remarquer que ¥1 + 92 € Im f : 41 + 92 = f(Z1) + f(&2) = f(Z1 + Z2) car f est linéaire.
— Soit i € Im f et @ € R. Montrons que ag € Im f.
Comme 7 € Im f alors il existe x € E vérifiant § = f(Z).
On en déduit alors que ay = a f(Z) = f(af) donc ay € Im f.

On en déduit que Im f est un sous espace vectoriel de F'.



Exercice 2 Soit u I’application de IR? dans IR? telle que

u(zy, x2) = (221 + T2, 11 — 2) Vo = (z1,29) € R2

et soit (€1, &) la base canonique de IR

1. Montrer que u € £(IR?, R?).

2. Déterminer Ker u.

3. Montrer que (u(€1),u(€2)) est une base de Im (u)

4. wu est-elle injective ? surjective 7 bijective ?

Correction.
1. Soient ¥ = (21, 22) et ¥ = (y1,%2) € R? alors
u(Z +9) = u(@ +y1, 22+ y2) = 2(z1 +y1) + (@2 + y2), (21 +y1) — (22 + 2))

= (221 + 22+ 2y1 + Y2, 21 — T2+ Y1 — Y2)
= (221 + @2, 71 — ®2) + (2y1 + Y2, Y1 — Y2)
= u(z) + u(y).

De plus, pour tout a € R et & = (z1,29) € R? on a

u(aZ) = u(azy, ar) = (2(azr) + (ax2), (az1) — (ax2)) = a(2x1 + x2, 21 — x2) = au(T).

Ainsi v € £L(IR?, R?).

2. On a la suite d’équivalences suivantes :

2 = = —
T = (21,22) € Keru < u(¥)=(0,0) < { Tt 0, & { 321 0, & =0
Tl — T2 = O, I = I9.
On en déduit ainsi que Keru = {0}.

3. D’apres le cours (u(€}),u(€2)) est une famille génératrice de Imu. De plus, toujours d’apres le cours,
I'image par une application injective d’une famille libre est libre. Ainsi, comme (€7, €5) est libre et
que u est injective d’apres la question précédente (car Keru = {0}) alors (u(€7),u(€2)) est également
libre. Cette famille est donc une base de Im u.

On pouvait aussi démontrer que la famille est libre.
4. D’apres la question 3 I'application est injective. Par ailleurs (u(€1),u(€2)) est une base de Imu ainsi

dim (Imu) = 2 = dim (IR?), i.e., Imu = IR%. En conclusion u est surjective, elle est donc bijective car
injective et bijective.
On pouvait aussi utiliser la propriété suivante : I'image par u d’une base est une base < u bijective.



Exercice 3 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R, u € L(E, F) et (€1, €éa,...,€,) une famille de E.
1. Donner une condition sur w pour que
(€1,€5,...,€,) est une famille libre de E = (u(é}), u(€2),...,u(é,)) est une famille libre de F
Démontrer alors cette propriété.

2. La réciproque est-elle vraie ? Si oui la démontrer, sinon donner un contre-exemple.
Correction.

1. D’apres le cours u doit étre injective.
Supposons alors u injective et montrons que la famille (u(é}),u(€2),...,u(€,)) est libre.
Soient ay,ao,...,q, € IR vérifiant

a1u(€1) + agu(es) + ... + apu(éy,) = Op.
Comme u est une application linéaire, on en déduit que
u(lon @ +agéa+ ...+ apéy) = Op.
Ainsi a1 €] + g€+ ... +ay €, € Keru = {6;3} car on suppose u injective. D’ol

a1€+agséy+ ... +a,e, =0g.

Or la famille (€1, é3,...,¢€,) étant libre, on en conclut que a1 = ag = ... = a,, = 0 et donc que la
famille (u(é}), u(€2),...,u(€y,)) est libre.

2. La réciproque est juste. En effet, supposons que (u(€1),u(e2),...,u(€,)) est une famille libre de F' et
considérons aq,ao,...,qa, € IR vérifiant

a1€1 + agésy + ...+ apey, = 0g.

On applique a cette relation 'application u

—

w8l + agfs + ... + anéy) = u(0p).
et on utilise son caractere linéaire pour en déduire que
a1u(€1) + agu(es) + ... + apu(éy) = Op.
Or, par hypothese, la famille (u(e1), u(€2),...,u(éy,)) est libre, donc
al=ay=...=a, =0.

—

On en déduit que la famille (€1, és,. .., ¢&,) est également libre.



