MT23-P2026 - Examen médian
Durée : 1 heure 30 min.
Aucun outil numérique — pas de documents

REDIGER LES EXERCICES 1 et 2 SUR UNE COPIE
ET LES EXERCICES 3 et 4 SUR UNE AUTRE COPIE.

La justification des réponses est primordiale. Prouvez ce que vous énoncez.

Exercice 1: (baréme approzimatif : 7,5 points)
Il est indispensable de prouver les réponses.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n > 0. On rappelle qu'un projecteur est une
application linéaire p € L(E) telle que p*> = p (o1 on a noté p?> = p o p la composée de p avec
lui-méme). Soient p et ¢ deux projecteurs de L(E). On étudie

¢p=p+q€L(E).

1. Montrer que si poq= —gopalorspog=qgop=—poqop.

Réponse : on compose pog = —gop a gauche et a droite par p, et on utilise ’associativité

de la composition, pour obtenir :

pPog=pog=—pogop et pogop=—gop’=—qop.

O
2. En déduire que ¢ est un projecteur si et seulement si poqg=qop =0.
Réponse : on commence par remarquer que :
¢’ =¢ = (+qo+a=p+q

= pPPHpogtqoptqg®=ptyg

> pogq=—qop,
car p> =pet ¢ =q.
Donc, d’une part, si pog = qop =0, il vient immédiatement ¢* = ¢.
Réciproquement, si ¢? = ¢, alors po q = —q o p et, d’apres la question précédente, on a
également po g = qgop. Ces 2 équations prouvent alors que poqg=gqop = 0.
On a bien prouvé I’'équivalence voulue. O

3. Montrer que p o ¢ = 0 est équivalent a Im(q) C Ker(p).
Réponse : si po g = 0, alors soit y € Im(q). Il existe x € F tel que y = ¢(z). On en
déduit que p(y) = (poq)(z) =0, et donc que y € Ker(p). On a bien Im(q) C Ker(p). O
4. On suppose que pog=gqop=0.

(a) Montrer que Ker(¢) = Ker(p) N Ker(q).

Réponse : on travaille par double inclusion.

Soit x € Ker(p) NKer(q). On a donc p(x) = q(x) = 0 et donc ¢(z) = (p+ ¢)(x) =
p(x) + q(z) = 0 et x est dans Ker(¢). On a montré : Ker(p) N Ker(q) C Ker(¢)
Réciproquement : soit x € Ker(¢). On a donc ¢(z) = 0 = p(z) + ¢q(z), donc

p(z) = —q(z). On applique p a cette équation :

p*(z) = p(z) = —(pog)(z) =0,
car poq = 0. On en déduit que p(z) = 0 = ¢(x) et donc que x € Ker(p) N Ker(q).
Conclusion : on a montré que Ker(¢) = Ker(p) N Ker(q). ]



(b) Montrer que Im(¢) = Im(p) & Im(q).

Réponse : il faut montrer la double inclusion et que les images de p et de ¢ sont en
somme directe.

Soit y € Im(¢). Il existe z € E tel que y = ¢(z) = p(x) + q(x). Donc y €
Im(p) + Im(q). On a montré Im(¢) C Im(p) + Im(q).

Soit y € Im(p) N Im(q). 1l existe donc z; et xy (différents a priori) dans E tels que
y = p(z1) = q(x2). On applique p a I’équation pour obtenir :

p(y) = p*(z1) = p(z1) =y = pog(xs) = 0,

car po g = 0. On conclut donc que Im(p) NIm(q) = {0} et donc que Im(p) et Im(q)
sont en somme directe.

Enfin, soit y € Im(p) ® Im(q). 1l existe donc z; € Im(p) et 2o € Im(q) (uniques mais
différents a priori), tels que y = z; + 2. 1l existe donc x; et x5 dans E tels que
y = p(z1) + q(z3). On applique successivement p et ¢ a cette équation :

p(y) = p*(z1) + (poq)(x2) = p(z1) et qly) = (gop)(x1) + ¢*(x2) = q(x2).

On conclut done que y = p(y) + q(y) = ¢(y). Donc y est dans Im(¢), et on obtient
donc Im(p) & Im(q) C Im(¢).
Finalement on a bien montré que

Im(¢) = Im(p) & Im(q).

]

(¢) Que sait-on dans ce cas sur Ker(¢) + Im(¢)? (On ne demande pas de redémontrer
ce résultat du cours).
Conclure sur une décomposition de F avec trois sous-espaces vectoriels.

Réponse : d’apres le cours, comme ¢ est une projection, on a E = Ker(¢) @ Im(¢),
et on déduit alors que E = Ker(p) N Ker(q) ® Im(p) @ Im(q). O

Exercice 2 : (baréme approzvimatif : 5 points)
Prouvez ce que vous énoncez.

Soit £ = M3 3(R) Pensemble des matrices réelles 3 x 3.
On note S I'ensemble formé par les matrices symétriques de E (vérifiant VB € S, BT = B),
et A lensemble formé par les matrices antisymétriques de E (vérifiant VB € A, BT = —B).

1. Montrer que S et A sont des sous-espaces vectoriels de F.
Réponse : comme 07 = 0 = —0, la matrice nulle appartient a S et A.

Comme la tranposition est linéaire, on a pour tous B, (' de S et tout A dans R :
(B+C)Y'=B"+C"=B+C, (AB)" =AB" =B,
et donc S est un seV de E. Et pour tous B,C de A et tout A dans R :
(B+C)Y'=B"+0"=-B-C=—(B+C), (AB)' =AB" = -(\B),

ce qui prouve que A est un seV de E. O



2. Que valent les éléments diagonaux de B € A?

Réponse : ils sont nuls, prouvez-le. O]

. Montrer que les sous-espaces vectoriels S et A sont en somme directe.

Réponse : si B € SN A, alors BT = B = —B, donc 2B = 0, soit B = 0. On conclut
que S et A sont en somme directe. ]

. Donner une base {57, S, ...} de S et la dimension de S.

Réponse : voir TD chapitre 2, exercice A.2.8. On pose (E™); jef12,3 la base canonique
de E (ol pour 7,5 € {1,2,3}, E* est une matrice ne contenant que des zéros, sauf en
(,7) ou elle vaut 1). On a

11 Q12 413
AeS <— A= |an an a93
13 Adg3 G

33
1 00 0 00 0 00
— A=a; |0 0 O] 4+ax {0 1 0] +ass|(0 0 O
0 00 0 00 0 01
010 0 01 0 00
“+a19 1 0 0+ a3 00 0]+ as3 0 0 1
0 00 1 00 010

<“— AEV@Ct(Sl,SQ,...,S6>7

ot S; = E% pour i € {1,2,3} et S, = E>' + E'2 S5 = E3! + E13 et S5 = E*3 + E32.

On note que les S; appartiennent bien a S. On en déduit que {Si,Ss,...,S6} est
génératrice de S.

De plus, on vérifie que {Si,S55,...,S56} est libre : soit (1;)ieq1, .6y dans R tels que

Z?:1 1;9; = 0. Alors en prenant successivement les termes diagonaux et au-dessus de la
diagonale dans cette matrice, on obtient que les y; sont tous nuls.

Conclusion : {Si,S5s,...,S5}, libre et génératrice, est une base de S, qui est donc de
dimension 6. ]

. Donner une base {A;, Ay, ...} de A et la dimension de A.

Réponse : cette fois, il vient :

0 a2 a3
Ac A <= A=|—-a 0 a
—ai3 —ag 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0

<~ A=ap| -1 0 0 + a3 0 0 0] +ax |0 0 1

0O 0 0 -1 0 0 0 -1 0

<= A€ Vect( Ay, Ay, Ag),

ot Ay = B'2 — B2 A, = B3 — B3l ot Ay = 23 — E32,

On note encore que les A; appartiennent a 4. On en déduit que {A;, A, A3} est
génératrice de A.

.....

0. Alors en prenant successivement les termes au-dessus de la diagonale, on obtient que
les p; sont tous nuls.



Conclusion : {A;, A, A3}, libre et génératrice, est une base de A, qui est donc de dimen-
sion 3. []
. Prouver que S et A sont supplémentaires dans F.

Réponse : on sait déja que S et A sont en somme directe, il reste a prouver que leur

somme est égale a /. Pour cela, on utilise les dimensions.

SNnA={0}

dim(S) +dim(A) =6 +3 =9 = dim(FE) }:>E:S@_A_

Ils sont bien supplémentaires dans F. O
. Soit B € E. Calculer les transposées de B + BT et de B — B”.
En déduire la décomposition de B avec des éléments de S et A.

Réponse : comme la tranposition est linéaire et idempotente ((BT)T = B), et d’apreés les
propriétés de groupe commutatif de F, on a

(B4+B)Y'=B"+B=B+B" e (B-B"'=B"-B=—-(B-B").

On observe donc que (B + BT) est symétrique et (B — BT) est antisymétrique, on note
que leur somme vaut 2B, et on en déduit I'unique décomposition de B dans £ =S & A
qui s’écrit
1 1
B:§w+35+§w—35



Exercice 3 : (baréme approzvimatif : 7 points) CHANGEZ DE COPIE
Il est indispensable de prouver les réponses.

Soit P,, 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n > 0. On introduit
En =A{po,p1,---,0n}, la base canonique de P,. Soit un réel h > 0 et soit u I'application définie

par :
2

() () = PO (6) + Top (D), o e Py,

oit on a noté p¥) la keéme dérivée de p (ainsi p™) = p’ pour k = 1).
Réponse :  on commence par noter que la définition de u est licite, car les polynomes sont
indéfiniment dérivables. . . O

1. Montrer que u appartient & L(Py, Ps).

Réponse : c’est immédiat d’apres la linéarité de la dérivation, car pour tout A et pu dans
R et pour tout p et ¢ dans Py, on a

hQ
u(Ap+pg)(t) = (p+pg) 2 (1) + 5 Op + pug) (1)
h? h?
= W)+ pg® () + A5 (1) + A 5a (1)
= Au(p)(t) +pulg)(t) VteR.
De plus, si deg(p) < 4, alors deg(p?) < 4 —2 =2 et deg(p®) < 4 —4 = 0 (en prenant

pour convention que le polynéme nul a un degré égal a —oo). Donc u(p) est dans Py si p
est dans Py. O

2. Ecrire la matrice A de u dans les bases canoniques de Py et Ps.

Réponse : les colonnes de A sont les composantes de u(p;) écrites dans la base canonique
de P,. Comme

u(po) = 0, u(p1) =0, u(pa) = 2po, u(ps) = 6p1, u(ps) = 12py + 2h*py,

il vient

00 2 0 2r?
A=10 0 0 6 O
0000 12
Pour un p = Z?:o a;p; € Py, il vient
u(p) = (2as + 2h%au)py + 6aspr + 12a4ps. (1)

3. Déterminer le noyau de A. En déduire I'image et le rang de u.

Réponse : la matrice carrée des 3 derniéres colonnes de A est clairement inversible (matrice
triangulaire, de déterminant le produit des termes diagonaux, soit 2 % 3 x 12 # 0). Le
rang de A est donc supérieur ou égal a 3. Les 2 premieres colonnes sont nulles, donc
rang(A) = 3.

Soit € R® dans le noyau de A : Az = 0 est équivalent &
2[L‘3 + 2h21’5 = 0

3y = 0 — r3=24=u5=0.
121’5 =0



Donc Ker(A) = {(z1,72,0,0,0) € R® | 21,75 € R}. En terme de polynome, cela signifie
que Ker(u) = P;. (En raisonnant sur les polynomes, on trouverait la méme chose : soit
p= Z?:o zi1p; € Py tel que u(p) = 0, alors on obtient le méme systeme que ci-dessus
en remarquant que la famille {po, p3,ps} est libre en tant que sous-famille de la base de
Py. Cela fait sens, car 'image des polynomes constants et de degré 1 par u est nulle. )

Comme A représente u dans les bases &, et &, on a une base de Ker(u) est {p2, ps, ps}
D’apres le théoreme du rang, on a

dim(P,) = 5 = dim(Ker(u) + rang(u),

d’ott on déduit rang(u) = 3 (autre démonstration, voir aussi la matrice carrée 3 x 3
extraite de A et inversible). Conclusion rang(u) = dim P,, donc Im(u) = Py dont une
base possible est &.

Remarque : on aurait aussi pu faire autrement.

Par définition, Im(A) = Vect( Ay, Ay, A3, Ay, A5 ), donc Im(A) = Vect( As, Ay, A5 ) =
Vect(2ey, 3eq, 12e3 + 2h%e; ) = Vect( ey, e, e3) ot (e;)i=123 est la base canonique de R3.
En termes de polynome, on obtient donc Im(u) = Vect(pg, p1,p2 ) = Po. (En partant de
I’équation (1), on obtiendrait immédiatement le méme résultat.) O

. On définit les familles Q> = (qo, q1,q2) et Qs = (qo, 41, G2, g3, q4) avec
w(t) =1, ai(t) =t, @(t) =t{t +h), gs(t) =t +h)(t = h), qu(t) =t +h)(t - h).

Ecrire la matrice M contenant les colonnes de Qy écrites dans la base &,.

Réponse : les colonnes de M sont les composantes des g; écrites dans la base des p;.
Comme

Qo = Do, @1 = P1, G2 = D2+ hp1, g3 = ps — h°p1, qu = ps — hpa,

il vient
1 00 0 0
01 h =h®> 0
M=]1001 0 -—h?
00 0 1 0
000 O 1

. En déduire que Q4 est une base de Py, puis que Oy est une base de Ps.

Réponse : la matrice M est triangulaire, son déterminant est le produit de ses termes
diagonaux, donc det(M) = 1 # 0. Donc M est inversible, ce qui est équivalent au fait
que la famille Q4 est une base de P, (cf. Proposition 11.2.5 du Chapitre 2). Donc M est
une matrice de passage entre £, et Q4.

La sous-famille Q, de Q4 est libre. Elle est aussi dans P,, et contient 3 éléments : c’est
une base de P, et la matrice

représentant les coordonnées de la base Q, dans la base & est la matrice de passage entre
52 et QQ. ]



6. Calculer la matrice B de u dans les bases Q4 et Qy. Bien justifier.

Réponse : il suffit d’appliquer la formule de changement de base avec précaution.
B = BQ2%Q4 = (N71>QQ%52A52F54M54%Q4 = NTAM.

Apres quelques calculs (calcul de l'inverse de N, 'inverse de M est inutile ici, et calcul
du produit matriciel N~'AM), on obtient :

1 0 0 00 2 0 0
Nt'=|01 —-h|, B=|000 6 —12h
0 0 1 00 0O 12
Les colonnes de B sont les composantes de (u(g;));=o,.. 4 écrites dans la base Qy O

7. Calculer u(gy) et comparer avec B.

Réponse : Comme
qi(t) = ' = n*, ¢ (1) = 1262 — 2%, ¢{" (1) = 24,
donc
u(qy) = 12X? = 12(X? + hX) — 12hX = 12¢, — 12hq;.

C’est bien cohérent avec la dernieére colonne de B. ]

Exercice 4 :  (baréme approzvimatif : 2 points)
Il est indispensable de prouver les réponses.

Soit A une matrice M33(R), dont on note Ay, Ay et As les trois colonnes.

1. Calculer A = det(A; + Ay | Ay + Az | A3 + Ay), en fonction de det(A), en expliquant ce
que vous faites et les regles que vous utilisez.

Réponse : il y a tres peu de calculs. En utilisant la multilinéarité du déterminant, le
fait que le déterminant s’annule si 2 colonnes sont égales et que le déterminant change de
signe si on échange 2 colonnes, on obtient

A = det(A; + As|Ay + A3|As + Ay)
= det(A;|As|A3z) + det(A;]|As]Ay) + det( A Az Az) + det(A;|A3z]A)
+ det(Az|Az|As) + det(Az| A2 Ay) + det(As|As|As) + det(As] Az Ar)
= det(A;|Az|As) + det(Ay|As|A;) = det(A;|Az|As) — det(Ay|Ar|As)
= det(A;|As|A3z) + det(A;]| Az Az) = 2det(A;|Ag| A3)
= 2det(A).

2. Calculer det(3A) en fonction de det(A).

Réponse : par multilinéarité du déterminant (ou directement d’apres le cours), on a

= 3%det(A).



