MT23 - A2026 - Test 1 - Corrigé

Exercice 1. On note (pg, p1,p2) la base canonique de Ry[X]. Soit F} le sous-ensemble de IRo[X] suivant :
Fi={peRp[X] | Jag,a1 €R, p=aopo+aipi —aip2}.

1. Montrer que Fj est un sous-espace vectoriel de Ro[X].

2. Déterminer une base de Fj et donner sa dimension.

3. Soit Fy = Vect(p1). Montrer que F; ® F» = Ro[X].
Correction.

1. L’ensemble Fj est non vide car le polynéme nul appartient a F}.
De plus, soient p, ¢ € F} , montrons que p + g € Fy. Pour ce faire, nous savons par définition de F}
qu’il existe des scalaires ag, a1, by et b1 € R tels que

P = agpo + aipi — aipz, q = bopo + bip1 — bipa.

On en déduit que

P+ q = (aopo + a1pr — a1p2) + (bopo + bip1 — bip2)
= (ap + bo) po + (a1 + b1) p1 — (a1 + b1) p2,

et donc que p+ q € F1.
Enfin, soient p € F et a € R, montrons que ap € F.

ap = a(appo + a1p1 — aip2)
= (aag) po + (aa1) pr — (aay) pa,
et donc ap € Fi.
Ainsi, F est bien un s.e.v. de Ro[X].

2. D’apres la définition de F}, tout élément de F} peut s’écrire

D = agpo + a1p1 — aip2.

On peut regrouper les termes en fonction de ag et ay, i.e., p = agpo + a1(p1 — p2). On vérifie que py
et p1 — pa € F} et obtient donc
F1 = Vect < pg,p1 —p2 > .

Il reste a vérifier que les deux polynomes pg et p; — p2 sont linéairement indépendants. Soient \ et
u € R vérifiant

Apo + p(p1 — p2) = 0.
En utilisant le fait que (po, p1,p2) est une base de Ro[X], on a

Apo +ppr —pp2 =0 A=pu=—pu=0.
Les deux polynoémes pg et p1 — po sont donc linéairement indépendants.
Par conséquent, la famille (pg, p1 — p2) est une base de Fi, et dim (F;) = 2.
3. Pour montrer que

Fy & F, = ]RQ[X],

il suffit de montrer que
— dim (F}) + dim (F») = dim (Rz[X]) = 3,



— FiNFk = {0}

Le premier point est évident d’apes la question précédente et le fait que dim (Fy) = 1 (car p; n’est
pas le polynéme nul). Pour le deuxiéme point, soit p € Fy N Fy. Comme p € FY, il existe ag,a; € R
tels que

P = appo + aip1 — aip2.
Comme p € Fy, il existe A € R tel que
p = Ap1.
On a donc
aopo + ai1p1 — a1p2 = Api,
soit
aopo + (a1 — A)p1 — arpz = 0.
Puisque (po,p1,p2) est une base de IRg[X], on obtient a9 = 0, a3 — A = 0 et —a; = 0. Ainsi

ag =a1 = A =0 et donc p € F} N Fy est le polynéme nul.
Par conséquent F} N Fy = {0} et on en déduit que F; & F» = Ra[X].



Exercice 2. Soit u application de IR? dans R? telle que

u(zy, o, x3) = (221 — 2,71 + X3) VE = (21,20, 23) € R3.
1. Montrer que u € £(IR?, R?).
2. Sans calculs, dire si v peut étre bijective.
3. Déterminer Keru (donner une base et sa dimension).
4. Déterminer Im u (donner une base et sa dimension).
5. u est-elle injective 7 surjective ?
6. Ecrire A matrice de u dans les bases canoniques de R? et R? (on expliquera comment elle est
construite).
Correction.
1. Pour montrer que u est une application linéaire, il suffit de vérifier que, pour tous Z, 7 € IR? et tout
A€eTR,
u(Z + y) = uw(@) + u(y) et w(AT) = Mu(T).
Soient # = (x1,x9,23) et ¥ = (y1,¥2,y3) dans R, Alors
u(Z +¢) = w(r1 + y1, 2 + Y2, T3 + Y3)
= (2(561 +y1) — (w2 +y2), (w1 +y1) + (23 + Z/s))
= (221 — 22,21 + x3) + (2y1 — Y2, y1 + ¥3)
= u(Z) + u(y).
De méme, pour tout A € R et z € R?,
u(AZ) = u(Azq, A\rg, A\x3) = (2)\331 — Av9, Axq + )\:Eg) = )\(2301 — T9, 11 + :Ug) = \u(Z).
Ainsi, u € £(IR3,R?).
2. On sait que si u est bijective alors dim (IR?) = dim (IR?). Comme 3 # 2, 'application u ne peut donc
pas étre bijective.
3. Soit & = (z1,x2,x3) € Keru. On a
Z € Keru < u(¥) = (0,0)
2$1 — T = 0,
-~
x1 +x3 =0.
Tro = 2.1‘1
-~
r3 = —XT1
s I¥=ux(1,2,-1).
——
cKeru
Par conséquent, le famille constituée du vecteur (1,2, —1) est une famille génératice de Ker u, i.e.,
Keru = Vect((1,2, 1)),
et comme (1,2,—1) # (0,0,0), ce vecteur forme une famille libre de Keru et donc une base de Keru
et on a dim (Keru) = 1.
4. Par définition,

Imu={j€R?*|37FcR§=u@)

On sait que I'image d’une base de R? est génératrice de Imu. En prenant la base canonique de
IR3, on obtient Imu = vect((2,1), (—1,0), (0,1)). De plus, Imu C IR? donc on a au plus 2 vecteurs



linéairement indépendants.
C’est le cas des vecteurs (2,1) et (—1,0) (non colinéaires) donc ils forment une base de Imwu et
dim (Imu) = 2.

j€Imu < 37 € R3 u(@) =)
201 —x9 =

eIFeRrd T RTU
x1+$3:y2.

To = —y1 + 211

& 37 e R,
T3 =1Y2 —T1

Pour tout i € R?, 3% = (x1, —y1 + 221,52 — 1) € R? tel que 7 = u(Z) donc Imu = R
On peut prendre la base canonique et dim (Imu) = 2.

. Une application linéaire est injective si et seulement si son noyau est réduit au vecteur nul. Or
dim (Keru) =1,

donc
Keru # {(0,0,0)}.

Ainsi, u n’est pas injective.
Par ailleurs, nous avons montré a la question précédente que Imu = R?, donc u est surjective.
On peut également retrouver ces résultats grace au théoreme du rang :

dim (R?) = dim (Ker u) + dim (Imu) = 1 +2 = 3.

. Notons B = (1, &, €3) la base canonique de IR? et C = ( f1, f2) la base canonique de IR?. La matrice
de u dans les bases B et C est construite en placant dans ses colonnes les coordonnées dans la base C
des images des vecteurs de la base B. On a :

w@) = (2,1) = 2 + fo,

Par conséquent,
u(€1) u(€) u(es)
2 —1

(7%

o> fi
1 fo



Exercice 3. Soient E et F' deux e.v., (€1,...,€,) une base de F et u € L(E, F).

1. Montrer que (u(€1),...,u(é,)) est une famille génératrice de Im .

2. Sous quelle condition sur u la famille (u(é7),...,u(é,)) est-elle une base de Imu ? Le démontrer.
Correction.

1.

yelmue 37 e B, y=u()
T € F, alors il existe aq,...,a, € R tels que
=o€+ ...+ apén.
Par linéarité de u, on en déduit que

7=u(Z) =u(a1fl+ ...+ anéy) = aru(é1) + ... + ayu(éy).

On en déduit donc que (u(€y),...,u(€y,)) est une famille génératrice de Imw.

2. D’apres la question précédente la famille (u(€y),...,u(é,)) est une famille génératrice de Im u. Pour
que cette famille soit une base de Im u, il suffit de trouver une condition sur u assurant la liberté de
cette famille. Pour cela, il suffit de supposer que u est injective.

En effet, on sait d’apres le cours que 'image d’une famille libre par une application injective est libre.
Montrons-le : Soient A1, ..., A, € IR vérifiant

Mu(@) + .. 4 Au(é,) = 0.
Comme u est linéraire, on en déduit que
w(AE + ...+ M) =0,
et donc A\ié] + ...+ \pé, € Keru. Or, si u est injective alors Keru = {6} et donc
MA@+ . 4 A = 0.
Comme la famille (€1, ...,¢€,) est libre (car c’est une base de F) alors \y = ... = X\, = 0 et donc la

famille (u(é}),...,u(é,)) est libre.
Elle forme donc une base de Imu si u est injective.



