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3.1.1 Définition du déterminant par récurrence

Exercices :
Exercice A.1.1
Exercice A.1.2

Comme vous allez le comprendre dés la définition, la notion de déterminant ne peut étre intro-
duite que pour les matrices carrées.

Définition 3.1.1. Soit A€ .4, ,, on définit par récurrence une application :

det: My, — K
A — detA

de la maniere suivante :

—sin=1,A=(a) etonposedet A= a,

- sin> 1, notons Aj; j| la matrice obtenue a partir de A en supprimant la i° ligne et la j¢ colonne,
on pose alors

det A= apdet Ap 1) +...+ (=D ajdet Ay g +...+ (=1)"aydet Ay . (3.1.1)
. . ) . Concepts
Le scalaire det A est dit déterminant de A et on le note habituellement :
a;ly ... din
Exemples
Exercices
an Ann Documents
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Le déterminant d'un matrice quelconque A appartenant a .4, est donc Définition du
T T déterminant par
det A= = I = L récurrence

a1 a

Le déterminant d’'un matrice quelconque A appartenant a .#/33 est donc

an apz a3

azy azs
detA=| a1 ax a3 |=an

as; dass

azp a3
asz ass

+u13’

asy asz
asy dasz ass

ce qui donne

det A= a1 a220a33 — a11G23a32 — A12G21 433 + 12431 A23 + A13021 A32 — A13A22 431 -

Proposition 3.1.1. La définition permet d'obtenir immédiatement les propriétés suivantes :

1. Le déterminant d’'une matrice triangulaire inférieure est égal au produit des termes diago-
naux.

2. Le déterminant d’'une matrice diagonale est égal au produit des termes diagonaux. En parti-
culier le déterminant de la matrice identité est égal a 1.

Concepts
3. Si A est la matrice dont les termes sont les conjugués de ceux de A alors
det A =det A. Exemples
Exercices
Documents

Démontrer cette proposition en exercice.
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3.1.2 Déterminant d’'une famille de vecteurs

Exercices : Exemples :

Exercice A.1.3 Exemple B.1.1
Exercice A.1.4

Définition 3.1.2. Soient

— E un K-espace vectoriel de dimension n, muni d’'une base & dite de référence,

- X1,...,X, nvecteursde E.

On note Xy, ..., Xy les vecteurs de 1 qui contiennent les composantes respectives des vecteurs
X1,...,X, dans la base &, et on définit la matrice X dont les colonnes sont les vecteurs Xy, ..., Xj,.

Alors, par définition,

det (X1,...,X,) =det X.
Comme on le voit dans la définition, le déterminant d'une famille de vecteurs dépend de la base
de référence.

Dans la suite, toutes les propriétés des déterminants obtenues a 'aide des colonnes X; de X,
pourront étre énoncées a I’aide des X; et réciproquement.

Cas particulier : Si E est le plan vectoriel muni d'une base orthonormée directe

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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& = (é1,8»), on définit X = x; €1 + xzég,j/' = e+ yzéz, alors:

Déterminant
d’une famille de
o = X1 )|
det (X,y) = ’ x ‘ =X1Y2—X2)1. vecteurs
Dans ce cas det (¥, y) représente I'aire (algébrique) du parallélogramme construit sur X et .
Le signe est
— positif si 'angle orienté (X, ) est tel que 0 < (X, y) <7 (mod 27),
- négatif si I’angle orienté (X, y) est tel que 7 < (%, ¥) < 27 (mod 27).
Le déterminant de trois vecteurs de R s'interpréte géométriquement comme le produit mixte de
ces vecteurs (voir I'exemple).
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.1.3 Le déterminant et les formes multilinéaires

Exercices :

Exercice A.1.5
Exercice A.1.6
Exercice A.1.7

La propriété de multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes de la matrice est donnée
dans le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.1. Le déterminant est une fonction linéaire de chaque colonne, donc une applica-
tion multi-linéaire de l'ensemble des colonnes, c'est-a-dire

det (Al,...,Ak_l,/lAk,Ak+1,...,An) = A det (Al,...,Ak_l,Ak,Ak+1,...,An) (3.1.2)

det (A1,...,Ar_1,B+C, Ags1,...,An) = det(Ay,...,Ar-1,B, Agsr-.., Ap)

3.1.3
+ det (A1,..., Ag-1,C, Ags1y .., An). ©.1.3)

(A € K, B et C appartiennent a M ).

Démonstration.— Avant de commencer la démonstration reprenez I'exercice A.1.1 o1 vous verrez
une illustration de ces propriétés.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de la matrice :
— Pour n=1, c’est évident.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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— Supposons la propriété vraie a I’ordre n— 1.

- Soit A € My, , ; montrons la linéarité par rapport ala k® colonne. Nous allons détailler les calculs
pour (3.1.2).
Posons A = (A1,..., A1, A Ak, Ags1, - .., Ap) alors (3.1.1) donne

det A=) (-1 ayjdet A jj+(=1)"Fa det Ay . (3.1.4)
j#k

En effet @ ; = a1 j pour j # k et Ay k) = Ap k-
Pour j # k, la matrice A|1,j| € M -1 n—1 donc, par hypothese de récurrence, on a

det A|1,j| = Adet A|1,]‘| (3.1.5)

d’autre part d@;; = Aa;. 11 s’ensuit que det A=A det A.
Démontrer la deuxiéme égalité en exercice.

Des conséquences immédiates du théoreme a montrer en exercice sont :

Proposition 3.1.2.
- SiAe Myn,AeK, alorsdet (AA) = 1" det A.
— Siune colonne de A est nulle, alorsdet A= 0.

<< 9
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3.1.4 Propriétés du déterminant liées aux colonnes adjacentes

Exercices :
Exercice A.1.8

Proposition 3.1.3. Soit A€ 4y, , alors on a les propriétés suivantes :
(i) Sideux colonnes adjacentes sont égales, le déterminant est nul.

(ii) Si on échange entre elles deux colonnes adjacentes de la matrice, le déterminant change de
signe.

Démonstration—

(i) Raisonnons par récurrence :

— Pour n =2, c’est évident.

— Supposons la propriété vraie pour n—1.

- Soit A € My, y, telle que Ay = Agy;. Sil'on considere les termes a; jdet Ajp ;| de det A et
que I'on considere j # k et j # k+1, alors det A, j = 0 par hypothese de récurrence. Il
reste donc

det A= (=) ay det Ay g + (=% ay gy det Ay ey

les deux quantités de droite se compensent puisque les colonnes Ay et Ay, sont iden-
tiques, donc det A =0.

10 | 4.4
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(ii) Considérons Propriétés du
0=det (Ay,..., Ag—1, Ax + Ag41, Ak + As1,-. ., Ap) déterminant
et utilisons la multi-linéarité du déterminant (deux des termes sur les quatre sont nuls par liées aux
I’égalité de 2 colonnes) on a colonnes
adjacentes
det (A1,..., Ar_1, Aky Aks1,-.., Ap) = —det (A1, ..., A1, Aks1, Ay - - -, An).
La permutation des colonnes va nous permettre de définir les déterminants a partir des per-
mutations. Supposons que dans une matrice A = (A3, A2, As, A4) on permute les colonnes
pour obtenir la matrice A = (A,, A4, A1, A3), alors on peut passer de A 2 A en permutant suc-
cessivement deux colonnes et on peut le faire systématiquement en commencant a mettre
A; en position 1, etc.
A = (A2r A4v Al» A3) - (AZr Al: A4r AS) - (AI) AZ) A4) A3) - (Alv AZ» A3v A4) =A.
Lopération qui consiste a échanger entre elles deux colonnes en laissant fixes les autres est
appelée "transposition de colonnes" et a chaque transposition le déterminant change de
signe.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.1.5 Propriétés du déterminant liées aux colonnes

Exercices :
Exercice A.1.9
Exercice A.1.10

Théoreme 3.1.2. Soit A€ .y, , alors on a les propriétés suivantes :
(i) Sideux colonnes sont égales, le déterminant est nul.

(i) Sion échange entre elles deux colonnes de la matrice, le déterminant change de signe.

Démonstration—

(i) Supposons que deux colonnes soient égales, alors par des permutations de deux colonnes
successives, on peut les amener adjacentes. Ces permutations ne font que changer le signe
du déterminant, et comme a la fin celui-ci vaut zéro (2 colonnes adjacentes égales), on a

bien det A=0.
(i) De méme que dans la démonstration de la proposition 3.1.3 (ii), on a grace a (i)
Concepts
0=det(A;,...,Ai+Ar,..., A+ A;, ..., Ap)
et en utilisant la multi-linéarité Exemples
Exercices
0=det (A;,..., Airero, Apyenoy Ap) +det (A1, ..., Apy e, Ay, Ap). Documents

12 | 4.4
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Théoreme 3.1.3. Le déterminant d’'une matrice ne change pas si a une colonne on ajoute une com-
binaison linéaire des autres colonnes.

Démonstration.— Ajoutons par exemple a la j¢ colonne une combinaison linéaire des autres co-
lonnes alors par multilinéarité du déterminant on a

det [A1,...,Aj1,Aj+ ) arAp, Ajit,..., An| =
k#j
det (A1,...,Aj1,Aj, Ajstse, An) + Y agdet (Ar,..., Aj_1, Ak Ajsts ..., An)

k#j

Or ce deuxieme terme est nul puisque toutes les matrices Ay, ..., Aj-1, Ak, Aj+1,..., Ay ont deux
colonnes identiques, d’olu

det

Al;-nij—l,Aj"' Z akAk,Aj+1,...,An) =det A.
k#j

<< 13
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3.1.6 Groupe des permutations

Exercices : Documents :
Exercice A.1.11 Document C.1.1
Exercice A.1.12

Exercice A.1.13

La définition du déterminant que nous avons vue est trés utile pour leur calcul. Nous allons voir
maintenant une autre définition équivalente qui va nous permettre de démontrer de nouvelles
propriétés qui seront a nouveau tres utiles pour le calcul des déterminants.

La notion de permutation a été introduite dans le premier TD, en particulier vous avez écrit la
table correspondant a la composition des permutations de {1, 2, 3} et remarqué que cette compo-
sition n’était pas commutative. Nous rappelons la définition.

Définition 3.1.3. Soit .#, = {1,2,...,n}, on appelle permutation une application bijective de .%,,
sur lui-méme. Lensemble %, des permutations constitue un groupe non commautatif, pour la loi
de composition des applications (une permutation, étant bijective, est évidemment inversible). Ce
groupe comprend n ! éléments.

Définition 3.1.4. On appelletransposition une permutation qui laisse invariants tous les éléments
de %, sauf deux.

Donc si T est une transposition il existe deux entiers i et j, i # j, telsque v(i) = j, 7(j) =i, 7(k) = k
pourtoutke ., k#1,j.

14 | 4.4
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Proposition 3.1.4. Soito € %, alors Groupe des

— o peut s'écrire, de fagon non nécessairement unique, comme composée de transpositions, permutations
— quelle que soit la factorisation de o comme composée de transpositions, le nombre de transposi-

tions est

— ou bien toujours pair,

— ou bien toujours impair.

Par conséquent le nombre e(o) = (—1)P (p étant le nombre de transpositions) est indépendant de

la factorisation et ce nombre est appelé signature de 0.

Ces propositions seront démontrées en document, mais avant d’en lire la démonstration nous
vous conseillons de les vérifier en exercice.

Corollaire On a alors immédiatement les résultats suivants :
1. Sit est une transposition, €(z) = —1.
2. €(01002) =€(01)€(02), VO1,02 € .F,.
3. e(c™V) =¢€(0), Vo € .F,.
4. det (Ag1),---» Ao(m) =€(0)det (Ay, ..., Ap).

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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3.1.7 Définition du déterminant par les permutations

Exercices : Documents :
Exercice A.1.14 Document C.1.2

Le déterminant d’'une matrice de .#/33 s’écrit

det A= Z €(0) ap1)1002)2003)3-
oS

Vérifier cette égalité en exercice. Ce résultat peut se démontrer d'une maniere qui se généraliserait
(voir la démonstration en document).

La proposition suivante généralise le résultat précédent. Elle peut étre considérée comme la défi-
nition du déterminant, et dans ce cas on déduit de cette définition la récurrence qui nous a servi
de définition au début de ce chapitre.

Proposition 3.1.5. Soit A€ .}, ,, on a alors

det A= Z e(o) ag(1)1845(2)2--- Ag(j)j - - - Ao (n)n- (3.1.6)
geSy

Il faut bien remarquer que chaque terme de la somme (3.1.6) est obtenu en prenant le produit
de n éléments de la matrice A choisis en ne prenant qu'un élément par ligne et par colonne (ce
produit étant multiplié par +1 suivant le cas). Par ailleurs la somme (3.1.6) comprend n! termes

16 | 4.4
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ce qui correspond au nombre d’éléments de .%,. Le calcul d'un déterminant par la formule (3.1.6)
devient "explosif" quand 7 croit, par exemple pour n =5, le calcul nécessite 119 additions et 480
multiplications. Pour 7 = 10 le calcul nécessite de 'ordre de 4 x 107 opérations ! Heureusement, il
existe des méthodes moins cotliteuses pour calculer un déterminant.

<< 17
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3.1.8 Propriétés du déterminant liées aux lignes

Documents :
Document C.1.3

Définition 3.1.5. Soit A € My, ,, on appelle transposée de A la matrice notée AT appartenant
Mn,m obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A, on a donc

(AT)ij:aji i=1,...m, j=1,...,n.
La définition des déterminants a I'aide des permutations a pour but principal de démontrer le
résultat fondamental suivant (démonstration en document) :
Théoréme 3.1.4. Soit A€ My, ,, alors det A=det AT.
Ce résultat essentiel nous permet d’obtenir, a partir des lignes, les propriétés que nous avons
démontrées sur le déterminant a partir des colonnes de la matrice.

Théoreme 3.1.5. Le déterminant d’'une matrice A € My, Vérifie les propriétés suivantes :
1. le déterminant est une fonction multilinéaire de chacune des lignes,
2. si une matrice a deux lignes égales, le déterminant est nul,

3. sil'on échange deux lignes de A, le déterminant change de signe,

18 | 4.4
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4. le déterminant d’'une matrice ne change pas si a une ligne, on ajoute une combinaison li- Propriétés du
néaire des autres lignes. AT
liées aux lignes
Démonstration - 11 suffit d’appliquer les théorémes 3.1.1,3.1.2 et 3.1.3 2 AT,
On peut également démontrer le résultat suivant :
Proposition 3.1.6. Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes
diagonaux.
Démonstration — En effet, ce résultat a été démontré pour les matrices triangulaires inférieures
voir la Proposition 3.1.1. Si la matrice A est triangulaire supérieure, alors A” est triangulaire infé-
rieure, donc det AT = T, (AT);; = [T}, aii, on obtient donc le résultat.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.1.9 Calcul pratique des déterminants

Exercices : Exemples : Documents :
Exercice A.1.15 Exemple B.1.2 Document C.1.4
Exercice A.1.16

On a donné une définition du déterminant qui permet de le calculer en "développant" suivant la
premiere ligne. Or on vient de montrer que si I'on échange des lignes on ne fait que changer le
signe du déterminant et si I'on transpose on ne change pas le déterminant. On peut donc déve-

lopper indifféremment suivant une ligne ou une colonne quelconque.
Définition 3.1.6. On appelle cofacteur de I'élément a;j le scalaire

coflaij) = (-1)"*/det Ay jy.
Théoréme 3.1.6. On a les formules suivantes :

(i) développement suivant la i° ligne

det A = a;j; coflai) + aiz coflaiz) + ...+ ain cofiaiy).

(ii) développement suivant la j° colonne

det A= ayj coflayj) + azj coflaz;j) +...+ anj coflan;).

20

(3.1.7) Concepts
Exemples
Exercices
(3.1.8) Documents
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La démonstration est donnée en document.

Calcul pratique
des
Pour simplifier les calculs des déterminants on essaye donc de construire une matrice qui a le déterminants
méme déterminant que A et qui possede une ligne qui contient "beaucoup" de termes nuls. En
effet si a;; = 0, il est inutile de calculer le cofacteur correspondant, ce qui est un gain de temps
appréciable.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.2 Autres propriétés et utilisation des déterminants

3.2.1 Déterminant d'un produit de matrices . ................. 23
3.2.2 Déterminant d'une basedevecteurs . . . . . ... ............ 24
3.2.3 Déterminant et matrice inversible . . . ... ... ... ... ... .. 26
3.24 Déterminant d'un endomorphisme . . ... ............... 28
3.2.5 Rangd'unematrice . . . . .. ... ... ... ... . 30

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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3.2.1 Déterminant d’un produit de matrices

Exercices : Documents :
Exercice A.1.17 Document C.1.5

Théoreme 3.2.1. Soient A, B € ., ,, alorsdet (B A) = det B det A.

Démonstration — On va effectuer la démonstration dans le cas n =3.Si C = BA alors C; = BA; =
Y3 ,ai1Bi,Cy=BA; = Z:;:l aj2Bj,C3=BA3 =Y} _, asBx.

Or un calcul semblable a déja été fait dans I’exercice A.1.9, on reprend ce calcul succinctement :
3 3 3
det (C1,C,C3) =Y apn ) ajz ), axs det (B;, Bj, By).
i=1  j=1 k=1

Or det (B;, Bj, Bi) est nul si deux colonnes sont égales et change de signe si I'on permute deux
colonnes, ce qui permet d’écrire (apres quelques calculs)

det (Cy, Cy, C3) = det Adet (B, By, Bs). Concepts
La démonstration dans le cas général est donnée en document. Exemples
Exercices

Documents
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3.2.2 Déterminant d’'une base de vecteurs

Exercices :
Exercice A.1.18
Exercice A.1.19

Le théoréme suivant est tellement important qu’il justifie par lui-méme I'introduction de la no-
tion de déterminant.

Théoréme 3.2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d'une base & de référence, soient
ai, dy,...,ay, n vecteurs de E alors on a l'équivalence suivante :

(Gy1,dy,...,d;) est une base de E < det (dy, do, ..., a,) #0.

Démonstration — Tout d’abord remarquons que (dy, do, ..., d,) est une famille de n vecteurs dans
un espace de dimension 7, ce sera donc une base si et seulement si cette famille est libre.

On notera comme d’habitude A la matrice constituée des composantes des vecteurs d; dans la
base & . On a bien stir det A = det (d1, dy, ..., dn). Concepts
Supposons que (dy, dy, ..., d,) N'est pas une base : c’est donc une famille liée et il existe k tel

que

- z . Exemples
ak = Z @i d;. Exercices
i=1, ik Documents
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Alors, par linéarité du déterminant par rapport a la colonne k, on a

Déterminant
o d’une base de
det A= Z a;det (dy,...,qj,..., 051, i, Ay1,--+,An)- vecteurs
i=1,i#k
Undes "a@;" étant en position k, 'autre en position i, et puisque les déterminants de droite ont
tous deux colonnes égales, det A = 0.
On vient donc de montrer que
det (dq, do,...,a4,) #0 = (d1,d>,...,dy,) est une base de E.
Supposons que &' = (dy, d, ..., dy,) est une base de E, alors A est la matrice de passage de &
a &'. Or toute matrice de passage est inversible, donc il existe A~! telle que A~'A = I et donc
det A~! det A= 1, ce qui implique bien det A # 0.
Proposition 3.2.1. Avec les mémes hypothéses et notations que dans le théoreme 3.2.2, on a
det (dy, do, ..., dn) = 0 & (ay, do, ..., dy) est une famille liée.
Montrer ce résultat en exercice.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.2.3 Déterminant et matrice inversible

Exercices :
Exercice A.1.20
Exercice A.1.21

Le théoreme suivant est 'un des plus utilisés de 1’algébre linéaire :

Théoréme 3.2.3.
A est inversible < det A #0.

Démonstration — Soit & = (éy, ..., é,) la base canonique de K" choisie comme base de référence,
on définit les vecteurs djy, ..., d, de K" par

n
aj = Z a,-jei.
i=1

Alors par définition det A = det (dy, ..., @), on a les équivalences suivantes :

o - Concepts
det AZ0 < det(dy,...,dy) #0 P
< (dy,..., dy) estune base de K"
< Aestinversible Exemples
Exercices
Documents

On a utilisé un résultat démontré dans le chapitre 2 sur les matrices de passage.
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Théoreme 3.2.4. Si A€ 4, , est inversible alors det Al= Tt A" Déterminant et
e
matrice
Démonstration — Si A est inversible alors, par définition, A~! existe et d’apres le théoréme 3.2.1 inversible
précédent on a
1=detI=det A~'A=det A det A.
Le théoréme précédent permet d’ obtenir une caractérisation plus simple de I'inversibilité d'une
matrice que la définition. En effet on a le résultat suivant :
Proposition 3.2.2. A est inversible s'il existe une matrice B telle que AB =1 ou telleque BA=1. La
matrice B est alors U'inverse de A.
Démonstration — La définition dit que A est inversible s’il existe une matrice B telle que AB = [
et BA = I, montrons qu'il suffit d'une des égalités. En effet on obtient alors det Adet B = 1 donc
det A est différent de 0, donc A est inversible. Si on appelle A~! son inverse en multipliant I'égalité
AB = I par A~! 4 gauche on obtient que B= A~
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.2.4 Déterminant d’'un endomorphisme

Exercices :
Exercice A.1.22

Proposition 3.2.3. Deux matrices carrées semblables ont le méme déterminant.

Démonstration — Par définition, si A, B € .4, , sont semblables, il existe une matrice inversible P
telle que
B=pP7lApP
et donc
1

det P

det B=det (P 'AP)=det P"'det Adet P = det Adet P = det A.

Une conséquence immédiate de ce résultat est qu'il est possible de définir le déterminant d'un
endomorphisme u de E, en effet si on choisit une base de E, on peut associer a # une matrice
carrée A, on peut alors définir det u = det A. Le résultat est en effet indépendant de la base choisie,
le choix d’une autre base aurait donné une matrice A’ semblable & A donc de méme déterminant.

Définition 3.2.1. Soit u € £(E;E), ot E est de dimension finie, on appelle déterminant de u le
déterminant de toute matrice représentant u dans une base arbitraire.
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Par exemple, calculons le déterminant de la rotation r du plan d’angle 8. La matrice de la rotation
dans la base orthonormée directe (i, j) est

cosf —sinf
sinf@ cosO

donc
det r =det A=cos’0 +sin’0 =1.
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3.2.5 Rang d’'une matrice

Exercices : Documents :
Exercice A.1.23 Document C.1.6

Définition 3.2.2. Soit A € Uy, ,, on appelle matrice extraite de A une matrice obtenue en sélec-
tionnant des lignes et des colonnes de A. On peut donc se définir une matrice extraite par deux

ensembles d’indices

I:{ibiz’-'-)ip}c{1)2)«-~)m})]:{j])jZ"'-’jq}C{l)z’n-rn}’

les éléments de la matrice extraite A € ., 4 sont alors dy; = ai,, j,.-

Par exemple si

1 75 6 8 2 5 8
A=| 3 4 8 -1 6 |, I=1{1,3}etJ=1{2,3,5} alors A=(5 ) 2).
7 5 4 3 2

Notation. En relation avec cette notion de matrice extraite on peut définir une matrice par "blocs",

par exemple

A A )
A=
( Ay Ap

ou Ajj Er/%m,»,n,w onadonc A€ My, avec m=my + mp et n=n; + ny.
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Théoreme 3.2.5. Soit A € My, alors le rang de A est le plus grand entier r tel qu'il existe une
matrice carrée inversible A € My, extraite de A.

Pour prouver ce théoréme, on démontre un résultat préliminaire qui est, lui aussi, important :

Proposition 3.2.4. Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’'une base.

Soit X = (X1,Xy,...,X;) une famille de r vecteurs de E avec r < n. On note X; le vecteur colonne
constitué des composantes deX;, X = (Xy,..., X;) la matrice de 4, (K). Alors la famille X est libre
si et seulement si il existe une matrice carréer x r extraite de X qui est inversible.

Les démonstrations de la proposition et du théoreme précédent se trouvent dans le document.

Le théoréme 3.2.5 sert rarement a déterminer le rang d’'une matrice en revanche si on connait le
rang r de A on sait qu'il est possible d’extraire de A une matrice r x r inversible. Ce théoréme sert
aussi a démontrer la proposition qui avait déja été énoncée dans le chapitre précédent :

Proposition 3.2.5. On arang (A) =rang (AT).

Démonstration — Si A est une matrice carrée inversible extraite de A alors AT est une matrice
carrée inversible extraite de A” et donc le résultat est une conséquence du théoréme précédent.
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3.3 Systemes linéaires
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3.3.8
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3.3.1 Existence de la solution d’'un systéme de matrice carrée

Notation — Depuis le début de ce cours on parle de 'isomorphisme entre K" et .#,,;(K) qui a
X associe le vecteur colonne X constitué des composantes de X. Dans la suite on notera, assez
souvent, x ce vecteur colonne.

Théoréme 3.3.1. Soit A€ Mun, b € M, le systeme Ax = b admet une solution si et seulement si
belm A.

Démonstration — La démonstration est immédiate a partir de la définition de Im A.

Théoreéme 3.3.2. Soit A€ My, b€ Mn, le systeme Ax = b admet une solution unique si et seule-
ment sidet A# 0.

Démonstration—Sidet A # 0, A estinversible. On constate alors que x = A lbest I'unique solution
de Ax=b.

Réciproquement, si det A =0, A n’est pas inversible, donc Ker A n’est pas réduit a 0, donc il existe
un x* non nul vérifiant Ax* = 0, donc le systeme Ax = b ne peut admettre une solution unique
puisque, si x est solution, x + x* est une autre solution.

En résumé, si A est carrée :
— sidet A#0, pour tout b le systétme Ax = b admet une solution unique.
— sidetA=0,

- sibelm A, le systtme Ax = b admet une infinité de solutions,

— sib¢Im A, le systeme Ax = b n'admet pas de solution.
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3.3.2 Résolution de Ax=b par la méthode de Cramer

Exercices :
Exercice A.1.24

Théoreme 3.3.3. Soit A€ 4, , une matrice (non nécessairement inversible, mais carrée), b et x €
M tels que Ax = b.

Alors, pour tout j =1,2,...,n, on a laformule de Cramer :
det (A1, A,...,A;_1,b,Aj11,..., Ap) = x;det A. 3.3.1)
Démonstration — Le membre de gauche de (3.3.1) (que 'on note A;) peut s’écrire puisque Ax = b,
n
Aj=det | A1, Az, ..., Ai—1, ) Xk Ak, Ais1,-.., An

k=1

ce qui, grace a la multi-linéarité, se met sous la forme

n
Ai= ) xidet (A1, Ag,..., Ai—1, Ak, Aiv1s- . An), (3.3.2)
k=1

mais dans la somme (3.3.2) les termes correspondant a k # i sont nuls (car il y a alors deux vec-
teurs égaux) et il reste donc

A; = x;det (Ay, Az, ..., Aj-1,Ai, A1, ..., Ap) = x;det A,
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d’ot1 le théoreme.

Résolution de
Ax=b par la
La solution "théorique" de Ax = b est obtenue par les formules dites de Cramer. En fait on ne méthode de
procede jamais comme cela du point de vue numérique. On utilise une méthode d’élimination Cramer
(par exemple la méthode de Gauss) qui conduit a une quantité beaucoup plus faible de calculs (se
rappeler le nombre d’opérations nécessaires pour évaluer un déterminant!). De plus la méthode
de Gauss se généralise aux systémes dont la matrice n'est pas carrée
Comme on I'a vu, la formule (3.3.1) est vraie méme si det A = 0, évidemment, dans ce cas on ne
peut pas déterminer x; par la formule (3.3.1) ! Sinon on a la proposition suivante :
Proposition 3.3.1. Si A € 4y, etdet A # 0, on obtient la solution de Ax = b par les formules de
Cramer
M= det A
avecA; =det (A1, As,...,Ai_1,b,Ajs1,..., Ap).
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.3.3 Systeme linéaire : notation et exemple

Exercices :
Exercice A.1.25

On veut résoudre un systéme linéaire de n équations a p inconnues : Ax = b
— A€ My, estla matrice du systeme,

- be My, estle second membre,

— X €., estle vecteur inconnu.

Dans le cas ol1 b = 0, on dit que le systeme est homogene.

On suppose que lerang de A est r. Dans le cas particulier ot n = p = r, on a un systeme de Cramer,
ici on se place dans le cas général.

Puisque le rang de A est r il est possible d’extraire de A une matrice carrée a r lignes et r colonnes
inversible, on va supposer que la matrice A* constituée des r premiéres colonnes et des r pre-
mieres lignes de A est inversible. Si ce n’était pas le cas il suffirait d’échanger les lignes de A donc
'ordre des équations et d’échanger les colonnes de A donc I’ordre des inconnues.

On définit A la matrice constituée des r premieres lignes de A. De méme on note x* le vecteur
constitué des r premieres composantes de x et b le vecteur des r premieres composantes de b.
Avec les hypothéses précédentes on sait que le déterminant de A* est non nul.
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Introduisons un exemple qui nous servira par la suite :

Systéme
11 1 1 ltlngalre;
. 1 2 —1 - 1 nota on(le
=11 0 3 |'P=| 35 | exemple
21 4 4
On a, dans ce cas particulier, n =4, p = 3, r = 2. Le vérifier en exercice.
On ade plus:
A 1 1 1 1 1) » 1 X1
A= VAT = ,b= x5 = .
(1 2 —1) (1 2) (—L)x (xz)
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.3.4 Résolution d’un systéeme linéaire homogene

Exercices : Cours:
Exercice A.1.26 Systeme linéaire - notation et exemple
Exercice A.1.27

On rappelle que I'ensemble des solutions de Ax = 0 s’appelle noyau de A et se note Ker A, revoir
la définition au chapitre 2.

On reprend les notations et I’exemple introduit dans le paragraphe référencé. Avant de poursuivre
montrer, en exercice, le résultat technique qui sera utile par la suite :
A p A p A
Ax=) xjAj=A*x"+ ) xjA;. (3.3.3)
j=1 j=r+l1
Montrons maintenant que I'on a I’équivalence suivante :

Ax=0< Ax=0.

Le premier systeme est un systeme de n équations, le deuxiéme est un sous-systeme de r équa-
tions. Dans I’exemple :

X1 + X +X3 =0
.. X +2x, —Xx =
Ax = 0 signifie ! 2 3
X1 +3x3 =0

2xX1 +Xx» +4x3 =
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X1 +Xx2 +x3 =0

Ax =0 signifi
* sight e{ X1 +2xp, —x3 =0

Bien stir si Ax = 0 alors Ax = 0, laréciproque provient de la propriété de rang, on voit sur 'exemple
que la troisieme équation est égale a 2 fois la premiére moins la deuxiéme, ce n’est pas un hasard,
en effet A est de rang 2, sa troisieme ligne est une combinaison linéaire de ses deux premieres
lignes, donc la troisieme équation est inutile, il en est de méme pour la quatrieme.

L'équation 3.3.3 donne alors :

P
Ax=0<= Ax=0<= A*x"=- ) xjA;.

j=r+l1

Le dernier systeme est un systeme de Cramer car A* est inversible, on obtient x* en fonction des
Xj de droite (on retrouve bien les p — r degrés de liberté qui étaient prédits par la dimension de
Ker A).

La résolution pratique utilise la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = 0. On va
traiter maintenant en détail I'exemple :

X1 + X +X3 =0 X1 +Xo +X3 =0
X +2x, —x = +Xp —2x3 =

1 2 3 2 3
X1 +3x3 =0 —X2 +2x3 =0
2x1 +Xx +4x3 =0 —X» +2x3 =0
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-3

X1 +x2 +x3 =0 Xo =2X3 Résolution d’'un
— — <~ x=x3| 2 S 02
+x2 —2x3 =0 X1 =-3Xx3 . systeme linéaire
homogene
On a donc obtenu I'’ensemble des vecteurs de Ker A, on voit que la dimension de Ker A est 1, donc
on obtient le rang de A a savoir (3 —1). En fait c’est de cette facon que trés souvent on détermine
le rang de A.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.3.5 Existence des solutions d’'un systéeme linéaire inhomogene

On veut résoudre Ax = b avec b # 0. Cette fois il n'y a plus de solution évidente et il est possible
qu’il n’existe aucune solution. Mais on peut remarquer que, dans tous les cas, I’ensemble des
solutions ne sera pas un espace vectoriel.

Donnons une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution.

Proposition 3.3.2. Si A € .4, ,(K) est une matrice de rang r, si les r premieres colonnes de A
forment une famille libre, alors Ax = b a une solution si et seulement si b appartient au sous espace
engendré par les r premieres colonnes de A.

Démonstration — La démonstration est immédiate :

Ax=b<= bevect <Ay, A,...,Ap > bevect <Ay, A,...,Ar >,
en effet les colonnes A;,1,..., Ap sont combinaisons linéaires des r premieres colonnes d’apres la
propriété du rang.
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Exemples
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Documents
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3.3.6 Résolution d’un systéeme linéaire inhomogene

Exercices : Cours::
Exercice A.1.28 Systeme linéaire - notation et exemple
Exercice A.1.29

On reprend les notations et I'exemple introduit dans le paragraphe référencé.

On aalors:
Ax=b
Ax=b < L. .\ . .
x vérifie les (n — r) dernieres équations
A i N

A*x*=b- XiAj

J4%
= j=r+l1

x vérifie les (n — r) derniéres équations

On détermine donc x* en fonction des x; en résolvant le systeme de Cramer, puis on vérifie si
cette solution satisfait les dernieres équations.

Concepts
La résolution pratique utilise la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = b, reprenons
I'exemple : Exemples
Exercices
Documents
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X1 +X2
X1 +2xo
X1
2X1 +Xo
X + X:
1 2
+X2
— X =

et une solution particuliere du systeme non homogene.
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Résolution d’'un
+x3 =1 x| 4% 4x3 =1 systeme linéaire
—x3 =-1 +Xp —2X3 =-2 inhomogeéne

=
+3x3 =3 —Xp +2x3 =2
+4x3 = —Xp +2x3 =
+x = = =
3 X2 2x3—2
—2x3 =-2 X1 =-3x3+3
—3x3+3 -3 3
2x3—2 = << x=x3| 2 +| -2
X3 1 0
On trouve donc les solutions du systeme Ax = b en sommant les solutions du systtme homogeéne
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.3.7 Calcul pratique de I'inverse d’'une matrice

Exercices :
Exercice A.1.30

Soit A € .y, ,, inversible, dont on va noter, un instant, A la matrice inverse, on a donc
AA=AA=1 (3.3.4)

Ce changement de notation sert simplement a pouvoir noter (a; ;) les éléments de A~ et anoter
Ajles colonnes de A™!!

Comme on I'a vu dans le paragraphe précédent, on peut écrire (3.3.4) comme un systéeme d’équa-
tions linéaires dans lequel les inconnues sont les colonnes de A :

AAj=1I; pourj=12,...,n. (3.3.5)

De fait quand on veut calculer numériquement I'inverse d'une matrice, on procede souvent de
cette facon. On commence par écrire un programme de résolution de systeme linéaire, puis on
utilise ce programme pour calculer les colonnes de A™! en résolvant (3.3.5) ce qui correspond a
n résolutions d'un systéme dont la matrice A est toujours la méme, seuls les seconds membres
varient.
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équivalent 3 X = A~Y, par identification on obtient A~!. Par exemple si

on obtient apres résolution :

X1 +Xo
X1 +Xo
X2

Ce qui permet d’obtenir :

<<

1 11
A=11 1 0 |,
011

+X3 J1 X1 N —-J3
=) = X2= —)y1 t)Y2 t)3
+X3 =J3 X3= J1 —)2
1 0 -1
Al=| -1 1 1
1 -1 O
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3.3.8 Calcul théorique de I'inverse de A

Exercices :
Exercice A.1.31

On a vu que le calcul de I'inverse se ramene a la résolution de
AAj=I; pourj=12,...,n.

Les formules de Cramer nous donnent immédiatement la solution de ces systemes puisqu’il ré-
sulte de (3.3.1) que

_ 1
aij = - —det (A1, Az, ..., Aic, 1, Aisry ooy An),s (3.3.6)

etle déterminant du membre de droite de (3.3.6) peut étre obtenu en développant suivant la ;™€

colonne, soit o
det (A1, Az,..., Ai—1,1j, Ais1,..., Ap) = (1) det Ajj ).

Finalement, avec la définition 3.1.6, on a le résultat

5 1
aij = m cof(aji). (3.3.7)

Définition 3.3.1. On appelle co-matrice de A et on note co(A) la matrice des cofacteurs de A

co(A);j = cof(a;j) = (-1)"*/det Ay ;).
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Théoreme 3.3.4. Linverse de A est donnée par Calcul théorique
de l'inverse de A

A7l = L (co(ANT (3.3.8)
T det A : "

Comme pour les systemes linéaires, les formules de Cramer ne sont pas utilisées pour calculer nu-
mériquement l'inverse, on leur préfere des méthodes plus économiques (voir calcul numérique
de l'inverse de A). En revanche les formules de Cramer sont utilisées pour le calcul formel. Vous
reverrez tout cela plus tard.
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Exercice A.1.1 Ch3-Exercicel

Calculer les déterminants suivants :

4 2 3 4 2 3 4 3 1 2 2 4 2 31
a c¢ 3a c
bd,'gbd,034,012,021,311,012/1
0 0 5 4 1 2 4 2 4 1 1 4 1 22
retour au cours
Solution
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Exercice A.1.2 Ch3-Exercice2

1. — Considérons une matrice A € ./ , triangulaire inférieure (a;; = 0 pour i < j), en utilisant

n
la définition du déterminant montrer que det A = H ai;.
i=1
— En déduire que :
n

— pour les matrices diagonales (a;; =0 pour i # j) on a aussi det A = 1 aii,
i=1
— la matrice identité a pour déterminant det I = 1.

2. Si A estla matrice dont les termes sont les conjugués de ceux de A alors
det A=det A.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.3 Ch3-Exercice3

Si(é1, 8, ..., €y) sont les vecteurs de la base & de référence, montrer que
det (€1,85,...,€,) = 1.

retour au cours

Solution

Sommaire
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Exercice A.1.4 Ch3-Exercice4

1. Lespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 est muni de la base cano-
nique (po, p1, p2) considérée comme base de référence, on définit les polyndémes p, g, r par

p(t) =312 +6t+4, (1) = > +2t—1, r(t) = —t> + 4t +2,

calculer det (p, g, 1).

2. On définit q,(t) = 2t — 1. On choisit maintenant (py, q1, p2) comme base de référence, cal-
culer det (p, q, 7).

retour au cours

Solution

Concepts
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.5 Ch3-Exerciceb

Démontrer, a partir de la définition du déterminant par récurrence, 1'égalité suivante :

det (A1,..., Ap—1, B+C, Ags1yes An) = det (A1,..., Ag_1,B, Agst,..., Ap)+
det (A1, ..., Ag—1,C, Ags1y-rr) An).

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.6 Ch3-Exercice6

< précédent section A

Montrer que si A a une colonne nulle, alors det A =0.

Solution

retour au cours

suivant »
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Exercice A.1.7 Ch3-Exercice?

< précédent section A

suivant »

Démontrer la proposition suivante : Si A€ .4, 5, A € K alors (det LA) = A" det A

Solution

retour au cours
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Exemples
Exercices
Documents




< précédent section A suivant »

Exercice A.1.8 Ch3-Exercice8

Reprendre les exemples de I'exercice A.1.1 et illustrer les résultats du paragraphe "Déterminant et
colonnes adjacentes".

retour au cours

Concepts
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.9 Ch3-Exercice9
Soit C une matrice appartenant a .#33, on note d = det (C). Exprimer a I'aide de d les détermi-

nants suivants :
det (C;C3C,),det (C3C,C;),det (C2C1C3),det (C2C3C1),det (C3C;C).

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.10 Ch3-Exercicel0

Soient C et B deux matrices appartenant a .#33. On suppose que
Ci=Y>,yvaBi, GC= 27:1Yj23j; Cs=Y3_,vksBr
onnote d =det B

1. Déterminer det (B; B,C3) et det (B; B3C3) en fonction de d.

2. En déduire det (B;C,C3) en fonction de d.

3. Calculer de fagon similaire det (B, C,C3) et det (B3C2Cs).

4. En déduire que det (C;C,C3) = Adet (B; B2Bs) ou A est un coefficient a déterminer.

5. Lorsque B = I, quels sont les termes de la matrice C ? Vérifier que le résultat trouvé précé-

demment est correct .
retour au cours
Solution

Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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< précédent section A

Exercice A.1.11 Ch3-Exercicell

Soit T une transposition, montrer que 7~

1:'[.

retour au cours

suivant »
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.12 Ch3-Exercicel2

1. Montrer que 3 des 6 permutations de .43 sont des transpositions, on notera ces transposi-
tions 01,02,03.

2. On note 0¢,04,05 les 3 autres permutations. Montrer pour chacune d’elles qu’elle peut
s’écrire comme composée de transpositions et ceci de plusieurs manieres différentes : trou-
ver a chaque fois au moins deux décompositions.

3. Quelle est la signature de chacune des permutations ?

4. Soit A€ 4, , on définit les matrices B et C par

B =(Ag,), Av,2)) Av,3))y C = (As,01), Ac,2), Ac,(3))-

Exprimer det B,det C al’aide de det A.

retour au cours

Solution
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< précédent section A

Exercice A.1.13 Ch3-Exercicel3

Dans le cas particulier n = 3, vérifier les propriétés suivantes :

1.

Si T est une transposition, €(t) = —1.

2. €(01002) =€(01)e(02), YVO1,02 € F.
3.
4. det (Ag1),---» Ao(m) =€(0)det (Ay, ..., Ap).

eV =¢€(0), Vo € F,.

retour au cours

Solution
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.14 Ch3-Exercicel4

Soit A € 33, vérifier que 'on a :

det A= ) €(0) Go)1Go@2---o(j)j - - Ao(mn
oSy

retour au cours

Solution
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< précédent section A

Exercice A.1.15 Ch3-Exercicel5

1 3
Calculer les déterminants suivants : | 2 3,
3 1

retour au cours

Solution

suivant »
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.16 Ch3-Exercicel6

1 2
1. On peut calculer le déterminant| 3 2 1 |en effectuant les étapes:
2 1 3
1 2 3 6 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
32 1|=[6 2 1]|=6(1 1:600—2:12‘11‘:—12.
2 1 3 6 1 3 1 1 3 1 1 3

Pour chacune des étapes précédentes citer la regle permettant d’obtenir I’égalité.

1 2 4

L-1 -1 1 3 2 10

2. Calculer les déterminants suivants: | -1 2 -1 |, 1 4 10 20
-1 -1 2

1 5 15 35

retour au cours
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.17 Ch3-Exercicel?

Soient A et B deux matrices de .4/, ,, montrer que det AB = det B A. Donner un exemple dans
lequel AB # B A et calculer les déterminants de AB et BA.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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< précédent section A

Exercice A.1.18 Ch3-Exercicel8

Les familles suivantes sont-elles des bases de R3 :
(4,04), 2,1,1), 3,2,2)), ((1,1,1), (2,3,1), (0,1,-1)) ?

retour au cours

Solution
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.19 Ch3-Exercicel9

Soit E un espace vectoriel de dimension 7, muni d’'une base de référence, et soit (d, d, ..., d,) une
famille de vecteurs de E, montrer que

det (dy, ay, ..., d,) =0 © (d, da, ..., 4,) est une famille liée.

retour au cours

Solution

Concepts
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< précédent section A

Exercice A.1.20 Ch3-Exercice20

4 2 3 1 2
Lesmatrices| 0 1 2 |et| 1 3 sont-elles inversibles ?
4 1 2 1 1 -1

retour au cours
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.21 Ch3-Exercice21

Utiliser le déterminant pour montrer que le produit de deux matrices inversibles est une matrice
inversible. Si I'une des deux matrices n’est pas inversible, que peut-on dire du produit ?

retour au cours

Solution

Concepts
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.22 Ch3-Exercice22

Donner le déterminant de la rotation dans I’espace d’angle 8 d’axe Oy.

retour au cours
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.23 Ch3-Exercice23

1. Est-ce-que la famille de vecteurs de R* ((1,3,5,1),(2,2,6,—2),(1,2,4,0)) est libre?
2. Quel est le rang de la matrice

1 3 5 1
A=l 2 2 6 -2 |?
1 2 4 0

retour au cours
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Concepts
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.24 Ch3-Exercice24

Résoudre le systéme

2x1 +3x, +4x3 =3
—2Xx1 —2X —2X3 =—4
2x1 +5x, +10x3 =-1

en utilisant les formules de Cramer puis la méthode de Gauss.
Est-il possible de résoudre par les formules de Cramer le systéme suivant :

X1 +2x2 +3x3 =1
2x1 +2xy +2x3 =-2 1?2
X1 +4x, +7x3 =5

Si non, utiliser la méthode de Gauss pour le résoudre.

retour au cours

Solution
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< précédent section A

Exercice A.1.25 Ch3-Exercice25

Montrer que le rang de la matrice A =

Solution

retour au cours

suivant »

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents




Exercice A.1.26 Ch3-Exercice26

< précédent section A

suivant »

Quelle est la dimension de Ker A dans le cas de la matrice de I’exercice A.1.25

Solution

retour au cours
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.27 Ch3-Exercice27

Avec les notations du paragraphe "Systéeme linéaire - notation et exemple". montrer que :

p p
AJC:ZXJ'AJ':A*X*+ Z XjAj.
j=1

j=r+l

retour au cours

Solution
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.28 Ch3-Exercice28

1 1 1 1

PP 1 2 -1 -1

On définit: A= 1 0 3 eth= 3
2 1 4 4

Résoudre Ax = b en utilisant la résolution théorique exposée dans le paragraphe "Systeme li-
néaire inhomogene - résolution". On explicitera en particulier les matrices A, A* .
1

N . -1
Mémes questions avec pour second membre b’ =

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.29 Ch3-Exercice29

Utiliser la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = b avec

1 1 1 1
1 2 -1 -1
A= 1 0 etbh= 3
2 1 4 5

retour au cours

Solution
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.30