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3.1.1 Définition du déterminant par récurrence

Exercices :
Exercice A.1.1
Exercice A.1.2

Comme vous allez le comprendre dés la définition, la notion de déterminant ne peut étre intro-
duite que pour les matrices carrées. Dans tout ce chapitre, les matrices sont de taille = 1.

Définition 3.1.1. Soit A€ My, (pour n = 1), on définit par récurrence une application :

A — detA

de la maniere suivante :
— sin=1, A= (a) eton posedet A= a,
— sin > 1, notons Ay j| la matrice obtenue a partir de A en supprimant la i° ligne et la j°
colonne, on pose alors

k+1 n+1
A= A +...+(-1 A +...+(-1 A . 1.1
detA=ajdetAp (D" aidet Ak (=D arp det A, (8.1.0) Concepts
Le scalaire det A est dit déterminant de A et on le note habituellement :
air ... din Exemples
Exercices
Documents

an1 ... Adpp
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Le déterminant d’'un matrice quelconque A appartenant a .4, est donc Définition du
ay  ap déterminant par
detA = a1 ayy | A4z~ 221 récurrence

Le déterminant d'un matrice quelconque A appartenant a .43 3 est donc

an a2 a3

azy  az2
detA=| an axp a3 |=an

asy  asz

a1  azs
asp  ass

azp  azs
asy dass

+a13‘

asy dasy dss

ce qui donne

det A = a1 a22a33 — a11a23a32 — A12021 A33 + A12431 A23 + A13021 A32 — A13 022 3] -

Proposition 3.1.1. La définition permet d'obtenir immédiatement les propriétés suivantes :

1. Le déterminant d’'une matrice triangulaire inférieure est égal au produit des termes diago-
naux.

2. Le déterminant d'une matrice diagonale est égal au produit des termes diagonaux. En par-
ticulier le déterminant de la matrice identité est égal a 1. Concepts

3. Si A est la matrice dont les termes sont les conjugués de ceux de A, alors
det A =det A. Exemples

Exercices

. ... . Documents
Démontrer cette proposition en exercice.

<< 5
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3.1.2 Déterminant d’'une famille de vecteurs

Exercices : Exemples :

Exercice A.1.3 Exemple B.1.1
Exercice A.1.4

Définition 3.1.2. Soient

— E unlK-espace vectoriel de dimension n = 1, muni d’'une base & dite de référence,

— X1,...,Xn nvecteurs de E.
On note Xy,..., Xy les vecteurs de 4y, qui contiennent les composantes respectives des vecteurs
X1,...,Xn dans la base &, et on définit la matrice X dont les colonnes sont les vecteurs X1, ..., Xy.

Alors, par définition,
det(Xy,...,X,) =det X.

Comme on le voit dans la définition, le déterminant d'une famille de vecteurs dépend de la base
de référence.

Dans la suite, toutes les propriétés des déterminants obtenues a 'aide des colonnes X; de X, Concepts
pourront étre énoncées a I’aide des X; et réciproquement.

Exemples
Exercices
Documents
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Cas particulier : Si E est le plan vectoriel muni d'une base orthonormée directe & = (&3, é»), on
définit X = x18) + X286y, et y = y1€1 + }262, alors :

= = X
det(x,y) = ‘ LA ‘ =X1)2 —X2)1.
X2 )2

Dans ce cas det(X, ¥) représente I'aire (algébrique) du parallélogramme construit sur X et j.

Le signe est

— positif si 'angle orienté (X, ) est tel que 0 < (X, ¥) < & (mod27),

— négatif si I’angle orienté (X, y) est tel que 7 < (X, y) < 27 (mod27w).
Le déterminant de trois vecteurs de R® s'interpréte géométriquement comme le produit mixte de
ces vecteurs (voir I'exemple).

<< 7

Déterminant
d’une famille de
vecteurs

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

3.1.3 Le déterminant et les formes multilinéaires

Exercices :

Exercice A.1.5
Exercice A.1.6
Exercice A.1.7

La propriété de multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes de la matrice est donnée
dans le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.1. Le déterminant est une fonction linéaire de chaque colonne, donc une applica-
tion multi-linéaire de I'ensemble des colonnes : pour toute colonnek =1,...,n,ona

det(Al,...,Ak_l,/lAk,Ak+1,...,An) =A det(Al,...,Ak_l,Ak,Ak+1,...,An) (3.1.2)

det(A1,..., Ar_1,B+C, Aps1,-., Ap) =  det(Ay,...,Ar_1,B, Agst, ..., Ap)

3.1.3
+det(A]»-~')Ak—l)C!Ak+l!'~-’An)) ( )

(A €K, B et C appartiennent a 4y 1).

Démonstration.— Avant de commencer la démonstration reprenez I'Exercice A.1.1 ou1 vous verrez
une illustration de ces propriétés.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de la matrice :
— Pour n=1, c’est évident.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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— Supposons la propriété vraie a 'ordre n — 1.

— Soit A € .4y, ,; montrons la linéarité par rapport a la k¢ colonne. Nous allons détailler les
calculs pour (3.1.2).
Posons A = (Aq,...,Ap_1, A A, Ags1,..., Ap) alors (3.1.1) donne

detA= ) (-1)'*/ay; detA jj+(-1)"Fa, det A . (3.1.4)
j#k

En effet @ ; = a1j pour j # k et Ay k) = Ap k-
Pour j # k, la matrice A|Lﬂ € M -1 n—1 donc, par hypothese de récurrence, on a

detA|1']‘| =1 detA|1,j| (3.1.5)

d’autre part d@;; = Aa; k. Il sensuit que det A= A det A.
Démontrer la deuxiéme égalité en exercice.

Des conséquences immédiates du théoreme a montrer en exercice sont :

Proposition 3.1.2.
— SiA€ Mpn, LK, alorsdet(AA) = 1" det A.
— Si une colonne de A est nulle, alorsdet A=0.

<< 9
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3.1.4 Propriétés du déterminant liées aux colonnes adjacentes

Exercices :
Exercice A.1.8

Proposition 3.1.3. Soit A€ 4y, , alors on a les propriétés suivantes :
(i) Sideux colonnes adjacentes sont égales, le déterminant est nul.

(ii) Si on échange entre elles deux colonnes adjacentes de la matrice, le déterminant change de
signe.

Démonstration—

(i) Raisonnons par récurrence :

— Pour n =2, c’est évident.

— Supposons la propriété vraie pour n — 1.

— Soit A € My, telle que A = Ag,q. Sil'on considere les termes a; jdet Aj, j de det A et
que I'on considere j # k et j # k+1, alors det Aj; ;) = 0 par hypothése de récurrence. Il
reste donc

detA= (-D*"ay; det Ay g+ (D 2y ko1 det Ay e,

les deux quantités de droite se compensent puisque les colonnes Ay et Ay, sontiden-
tiques, donc det A = 0.

10 | 4.4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

(ii) Considérons Propriétés du
0=det(As,..., Ag—1, Ak + Ak+1, Ak + Aks1,-. ., Ap) déterminant
et utilisons la multi-linéarité du déterminant (deux des termes sur les quatre sont nuls par liées aux
I’égalité de 2 colonnes) on a colonnes
adjacentes
det(Ay,..., A1, Ak, As1y--» An) = —det(Ar, ..., A1, Aks1, Aky - - -, Ap).
La permutation des colonnes va nous permettre de définir les déterminants a partir des
permutations. Supposons que dans une matrice A = (Aj, Az, A3, Ag), on permute les co-
lonnes pour obtenir la matrice A = (A, A4, A1, Az), alors on peut passer de A a A en permu-
tant successivement deux colonnes et on peut le faire systématiquement en commencant
amettre A; en position 1, etc.
A= (A, Ay, Ay, A3) — (Az, A1, Ay, A3) — (A1, A, Ay, A) — (A1, Ap, A3, Ag) = A.
Lopération qui consiste a échanger entre elles deux colonnes en laissant fixes les autres est
appelée "transposition de colonnes" et a chaque transposition le déterminant change de
signe.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.1.5 Propriétés du déterminant liées aux colonnes

Exercices :
Exercice A.1.9
Exercice A.1.10

Théoreme 3.1.2. Soit A€ .y, , alors on a les propriétés suivantes :
(i) Sideux colonnes sont égales, le déterminant est nul.

(ii) Sion échange entre elles deux colonnes de la matrice, le déterminant change de signe.

Démonstration—

(i) Supposons que deux colonnes soient égales, alors par des permutations de deux colonnes
successives, on peut les amener adjacentes. Ces permutations ne font que changer le signe
du déterminant, et comme a la fin celui-ci vaut zéro (2 colonnes adjacentes égales), on a
bien det A =0.

(ii)) De méme que dans la démonstration de la Proposition 3.1.3 (ii), on a grace a (i)

Concepts
0=det(Ay,...,Ai+ Ag,..., A+ Aj, ..., Ap),
et en utilisant la multi-linéarité Exemples
Exercices
0=det(Ay,...,Aj,..., A,..., Ay) +det(Aq,..., Ak, ..., Aj, ..., Ap). Documents

12 | 4.4
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Théoreme 3.1.3. Le déterminant d’'une matrice ne change pas si a une colonne on ajoute une com-
binaison linéaire des autres colonnes.

Démonstration.— Ajoutons par exemple a la j colonne une combinaison linéaire des autres co-
lonnes alors par multilinéarité du déterminant on a

det|A1,...,Aj_1, Aj+ ) apAk, Ajsr, ..., A | =
k#j
det(Ar,...,Aj-1,Aj,Aj1,..., An) + ) ag det(Ar,..., Aj_1, Ak, Ajs, ..., An).

k#j

Or, ce deuxieme terme est nul puisque toutes les matrices (Al, v Aj 1, Ay A1y An) ont deux
colonnes identiques, d’ ot

det|Ay,...,Aj_1,Aj+ Y apAg, Ajsr,..., An | = det A.

k#j

<< 13
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3.1.6 Groupe des permutations

Exercices : Documents :
Exercice A.1.11 Document C.1.1
Exercice A.1.12

Exercice A.1.13

La définition du déterminant que nous avons vue est trés utile pour leur calcul. Nous allons voir
maintenant une autre définition équivalente qui va nous permettre de démontrer de nouvelles
propriétés qui seront a nouveau tres utiles pour le calcul des déterminants.

La notion de permutation a été introduite dans le premier TD, en particulier vous avez écrit la
table correspondant a la composition des permutations de {1, 2, 3} et remarqué que cette compo-
sition n’était pas commutative. Nous rappelons la définition.

Définition 3.1.3. Soit .#, = {1,2,...,n}, on appelle permutation une application bijective de .%,,
sur lui-méme. Lensemble %, des permutations constitue un groupe non commautatif, pour la loi
de composition des applications (une permutation, étant bijective, est évidemment inversible). Ce
groupe comprend n! éléments.

Définition 3.1.4. On appelletransposition une permutation qui laisse invariants tous les éléments
de %, sauf deux.

Donc si T est une transposition il existe deux entiers i et j, i # j, telsque v(i) = j, 7(j) =i, 7(k) = k
pourtoutke ., k#1,j.

14 | 4.4
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Proposition 3.1.4. Soito € %, alors Groupe des
— 0O peut s'écrire, de facon non nécessairement unique, comme composée de transpositions, permutations
— (quelle que soit la factorisation de o0 comme composée de transpositions, le nombre de trans-
positions est

e ou bien toujours pair,

* ou bien toujours impair.
Par conséquent le nombree(o) = (=1)P (p étant le nombre de transpositions) est indépendant
de la factorisation et ce nombre est appelé signature de 0.

Ces propositions seront démontrées en document, mais avant d’en lire la démonstration nous
vous conseillons de les vérifier en exercice.

Corollaire On a alors immédiatement les résultats suivants :
1. Sit estune transposition, €(7) = —1.
2. €(01002) =€(01)€e(02),VO1,02 € F.
3. e(c™Y) =¢(0), Yo € F,.
4. det(Asq),...» Aomy) =€(0) det (A, ..., Ap).

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

<< 15



< précédent section A suivant »

3.1.7 Définition du déterminant par les permutations

Exercices : Documents :
Exercice A.1.14 Document C.1.2

Le déterminant d’'une matrice de .43 3 s’écrit

detA= Z €(0) ag1)1052)205(3)3-
oS

Vérifier cette égalité en exercice. Ce résultat peut se démontrer d'une maniere qui se généraliserait
(voir la démonstration en document).

La proposition suivante généralise le résultat précédent. Elle peut étre considérée comme la défi-
nition du déterminant, et dans ce cas on déduit de cette définition la récurrence qui nous a servi
de définition au début de ce chapitre.

Proposition 3.1.5. Soit A€ 4}, ;. On aalors

detA= Z €(o) Ag)185(2)2--- Ag(j)j --- Ao (n)n- (3.1.6)
gES

Il faut bien remarquer que chaque terme de la somme (3.1.6) est obtenu en prenant le produit
de n éléments de la matrice A choisis en ne prenant qu'un élément par ligne et par colonne (ce
produit étant multiplié par +1 suivant le cas). Par ailleurs la somme (3.1.6) comprend n! termes

16 | 4.4
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ce qui correspond au nombre d’éléments de .%,. Le calcul d'un déterminant par la formule (3.1.6)
devient "explosif" quand 7 croit, par exemple pour n =5, le calcul nécessite 119 additions et 480
multiplications. Pour 7 = 10 le calcul nécessite de 'ordre de 4 x 107 opérations! Heureusement, il
existe des méthodes moins cotliteuses pour calculer un déterminant.

<< 17
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3.1.8 Propriétés du déterminant liées aux lignes

Documents :
Document C.1.3

Définition 3.1.5. Soit A € My, . On appelle transposée de A la matrice notée AT appartenant a
Mn,m obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A, on a donc

(AT)l-j:aji Vizl,...,m, ijl,...,n.
La définition des déterminants a I'aide des permutations a pour but principal de démontrer le
résultat fondamental suivant (démonstration en document) :
Théoréme 3.1.4. Soit A€ M, ,, alorsdet A=det AT.
Ce résultat essentiel nous permet d’obtenir, a partir des lignes, les propriétés que nous avons
démontrées sur le déterminant a partir des colonnes de la matrice.

Théoreme 3.1.5. Le déterminant d’'une matrice A € My, Vérifie les propriétés suivantes :
1. le déterminant est une fonction multilinéaire de chacune des lignes,
2. si une matrice a deux lignes égales, le déterminant est nul,

3. sil'on échange deux lignes de A, le déterminant change de signe,

18 | 4.4
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4. le déterminant d’'une matrice ne change pas si a une ligne, on ajoute une combinaison li- Propriétés du
néaire des autres lignes. AT AT
liées aux lignes
Démonstration - 11 suffit d’appliquer les Théorémes 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.3a AT,
On peut également démontrer le résultat suivant :
Proposition 3.1.6. Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes
diagonaux.
Démonstration — En effet, ce résultat a été démontré pour les matrices triangulaires inférieures
voir la Proposition 3.1.1. Si la matrice A est triangulaire supérieure, alors A” est triangulaire infé-
n n
rieure, donc det AT = H (AT)ii = H a;i, on obtient donc le résultat.
i=1 i=1
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.1.9 Calcul pratique des déterminants

Exercices : Exemples : Documents :
Exercice A.1.15 Exemple B.1.2 Document C.1.4
Exercice A.1.16

On a donné une définition du déterminant qui permet de le calculer en “développant” suivant
la premiere ligne. Or, on vient de montrer que si 'on échange des lignes, on ne fait que changer
le signe du déterminant, et si 'on transpose, on ne change pas le déterminant. On peut donc

développer indifféremment suivant une ligne ou une colonne quelconque.

Définition 3.1.6. On appelle cofacteur de l'élément a;j le scalaire
cof(a,-]-) = (—I)Hj detA|l-,j\.
Théoréme 3.1.6. On a les formules suivantes :

(i) développement suivant la i° ligne

det A = a;; cof(aj;) + aj» cof(a;n) +...+ ai, cof(a;;).

(ii) développement suivant la j° colonne

detA=ayj cof(ay;) + azj cof(az;) +...+ anj cof(ay;).

20

(3.1.7) Concepts
Exemples
Exercices
(3.1.8) Documents
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La démonstration est donnée en document. Calcul pratique

des déterminants
Pour simplifier les calculs des déterminants on essaye donc de construire une matrice qui a le
méme déterminant que A et qui posséde une ligne qui contient “beaucoup” de termes nuls. En
effet si a;; = 0, il est inutile de calculer le cofacteur correspondant, ce qui est un gain de temps
appréciable.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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3.2 Autres propriétés et utilisation des déterminants

3.2.1 Déterminant d'un produitde matrices . . . . ... ... ... ... .... 23
3.2.2 Déterminantd’'unebasedevecteurs . . . ... ... .. ... ....... 24
3.2.3  Déterminant et matrice inversible . . .. ... ... .. ... .. ... .. 26
3.2.4  Déterminant d'un endomorphisme . .................... 28
3.25 Rangdunematrice . .. ... .. ... ... . 30
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Exercices
Documents
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3.2.1 Déterminant d’un produit de matrices

Exercices : Documents :
Exercice A.1.17 Document C.1.5

Théoreme 3.2.1. Soient A, B € My, . Alors det(BA) =detB det A.

Démonstration — On va effectuer la démonstration dans le cas n = 3. Si C = BA, alors C; = BA; =

3 3 3]
Z aij1Bi, Co=BAjy = Z (lngj et C3=BA3= Z a3 By.
i=1 j=1 k=1

Or, un calcul semblable a déja été fait dans I'Exercice A.1.10, on reprend ce calcul succinctement :

3 3 3
det(C1,Cz,C3) = )_ai1 ) ajz ) ars det(B;, Bj, By).
i=1  j=1 k=1

Or, det(B;, Bj, Br) est nul si deux colonnes sont égales et change de signe si 'on permute deux
colonnes, ce qui permet d’écrire (apres quelques calculs)

det(Cy, Co, C3) = det A det(B;, By, B3).

La démonstration dans le cas général est donnée en document.

23
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3.2.2 Déterminant d’'une base de vecteurs

Exercices :
Exercice A.1.18
Exercice A.1.19

Le théoréme suivant est tellement important qu’il justifie par lui-méme I'introduction de la no-
tion de déterminant.

Théoréme 3.2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension n = 1 muni d'une base & de référence et
soient (dy, dy, ..., dy), n vecteurs de E. Alors on a l'équivalence suivante :

(di,da,...,d,) est une basede E < det(d;, do,...,d,) #0.

Démonstration — Tout d’abord remarquons que (dy, do, ..., d,) est une famille de n vecteurs dans
un espace de dimension 7, ce sera donc une base si et seulement si cette famille est libre.

On notera comme d’habitude A la matrice constituée des composantes des vecteurs d; dans la
base &. On a bien str det A = det(dy, da, ..., dy).
Supposons que (d1, dy, ..., d,) N'est pas une base : c’est donc une famille liée et il existe
k tel que

n
t_ikZ Z aiZzi.
i=1,i#k

24 | 4.4
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Alors, par linéarité du déterminant par rapport a la colonne k, on a

Déterminant
. d’une base de
det A = Z a;det(dy,...,di,...,05_1, i, Qgs1,---,0p). vecteurs
i=1,i#k
Un des “d;” étant en position k, 'autre en position i, et puisque les déterminants de droite
ont tous deux colonnes égales, det A = 0.
On vient donc de montrer que
det(dy, do,...,dy) 70 = (dy, do,...,a4,) est une base de E.
Supposons que &’ = (dy, d, ..., dy,) est une base de E, alors A est la matrice de passage
de & a &'. Or, toute matrice de passage est inversible, donc il existe A~! telle que A™'A =1
et donc det A~! det A = 1, ce qui implique bien det A # 0.
Proposition 3.2.1. Avec les mémes hypotheéses et notations que dans le Théoreme 3.2.2, on a
det(dy, d,...,dn) =0 < (a1, dy,...,ay) est une famille liée.
Montrer ce résultat en exercice.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.2.3 Déterminant et matrice inversible

Exercices :
Exercice A.1.20
Exercice A.1.21

Le théoreme suivant est 'un des plus utilisés de 1’algébre linéaire :

Théoréme 3.2.3.
A est inversible < detA #0.

Démonstration — Soit & = (éy,...,€,) la base canonique de K" choisie comme base de référence.
On définit les vecteurs (dy, ..., d,) de K" par

n
aj = Z a,-jei.
i=1

Alors par définition det A = det(d;, ..., d,) et on a les équivalences suivantes :

o N Concepts
detA#0 < det(dy,...,d,) #0 2
< (dj,...,dy,) estune base de K"
< Aestinversible. Exemples
Exercices
Documents

On a utilisé un résultat démontré dans le Chapitre 2 sur les matrices de passage.
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Théoreme 3.2.4. Si A€ 4, , est inversible, alors det Al = ot A Déterminant et
e
matrice
Démonstration — Si A est inversible alors, par définition, A~! existe et d’apres le Théoréme 3.2.1 inversible
précédent, on a
1=detI=detA"'A=detA " detA.
Le théoréme précédent permet d’ obtenir une caractérisation plus simple de I'inversibilité d'une
matrice que la définition. En effet, on a le résultat suivant :
Proposition 3.2.2. A est inversible s'il existe une matrice B telle que AB =1 ou telleque BA=1. La
matrice B est alors U'inverse de A.
Démonstration — La définition dit que A est inversible s’il existe une matrice B telle que AB = I et
BA = I. Montrons qu'une des deux égalités suffit. En effet, on obtient alors det AdetB =1, donc
det A est différent de 0, donc A est inversible. Si on appelle A~! son inverse, en multipliant 1'égalité
AB = I par A~! 4 gauche, on obtient que B= A,
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.2.4 Déterminant d’'un endomorphisme

Exercices :
Exercice A.1.22

Proposition 3.2.3. Deux matrices carrées semblables ont le méme déterminant.

Démonstration — Par définition, si A, B € .4, , sont semblables, il existe une matrice inversible P
telle que
B=pP7lApP
et donc
1
detP

detB=det(P"'AP)=detP ' detAdetP = det A detP = detA.

Une conséquence immédiate de ce résultat est qu'il est possible de définir le déterminant d'un
endomorphisme u de E. En effet si on choisit une base de E, on peut associer a u une matrice
carrée A, on peut alors définir det u = det A. Le résultat estindépendant de la base choisie, le choix
d’une autre base aurait donné une matrice A’ semblable a A donc ayant le méme déterminant.

Définition 3.2.1. Soit u € £(E;E), ot E est de dimension finie, on appelle déterminant de u le
déterminant de toute matrice représentant u dans une base arbitraire.
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Par exemple, calculons le déterminant de la rotation r du plan d’angle 8. La matrice de la rotation
dans la base orthonormée directe (i, j) est

cosf —sinf
sinf@ cosO

donc
detr =det A= cos’0 +sin’0 = 1.
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3.2.5 Rang d’'une matrice

Exercices : Documents :
Exercice A.1.23 Document C.1.6

Définition 3.2.2. Soit A € My, . On appelle matrice extraite de A une matrice obtenue en sélec-
tionnant des lignes et des colonnes de A. On peut donc se définir une matrice extraite par deux
ensembles d’indices

I={iy,ip,...,0pt <{1,2,...,m}, J={j1,j2,..., jgt <{1,2,...,m},

les éléments de la matrice extraite A € M p,q sont alors ay; = a;, j,.

Par exemple si

1 75 6 8
A= 3 4 8 -1 6 |,I={1,3}etJ=1{2,3,5}, alors A=(

758)
7 5 4 3 2

5 4 2

Notation. En relation avec cette notion de matrice extraite, on peut définir une matrice par blocs.
Par exemple, une matrice par blocs 2 x 2 s’écrit

A
A=( 11 A ),
Ax App

ou Ajj € Mm;,n;- Onadonc A€ 4, avec m=my + my et n=n; + ny.

30 | 4.4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A

Théoréme 3.2.5. Soit A € My, . Alors le rang de A est le plus grand entier r tel qu'il existe une
matrice carrée inversible A € My, extraite de A.

Pour prouver ce théoréme, on démontre un résultat préliminaire qui est, lui aussi, important :

Proposition 3.2.4. Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’'une base.

Soit X = (X1,Xy,...,X;) une famille de r vecteurs de E avec r < n. On note X; le vecteur colonne
constitué des composantes de X; et X = (X,...,X;) la matrice de M, (K). Alors la famille & est
libre si et seulement si il existe une matrice carréer x r extraite de X qui est inversible.

Les démonstrations de la proposition et du théoreme précédent se trouvent dans le document.

Le Théoreme 3.2.5 sert rarement a déterminer le rang d'une matrice. En revanche, si on connait
le rang r de A, on sait qu’il est possible d’extraire de A une matrice r x r inversible. Ce théoreme
sert aussi a démontrer la proposition qui avait déja été énoncée dans le chapitre précédent :

Proposition 3.2.5. Soit A€ My, ;. Alorsona rang(A) = rang(AT).

Démonstration — Si A est une matrice carrée inversible extraite de A, alors AL est une matrice
carrée inversible extraite de A” et donc le résultat est une conséquence du théoréme précédent.
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3.3 Systemes linéaires

3.3.1
3.3.2
3.3.3
3.3.4
3.3.5
3.3.6
3.3.7
3.3.8

Existence de la solution d'un systeme de matrice carrée .. ... .. .. 33
Résolution de Ax=b parla méthodede Cramer . . . ... ......... 34
Systeme linéaire : notationetexemple . . . . . ... ... ......... 36
Résolution d’un systeme linéaire homogene . ............... 38
Existence des solutions d'un systéme linéaire inhomogene . . . . . . . . 41
Résolution d’'un systeme linéaire inhomogéne . . ... ... .. ... .. 42
Calcul pratique de I'inverse d’'une matrice. . . . . ... ... ... .... 44
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3.3.1 Existence de la solution d’'un systéme de matrice carrée

Notation - Depuis le début de ce cours on parle de I'isomorphisme entre K" et .4, (K) qui a
X associe le vecteur colonne X constitué des composantes de X. Dans la suite on notera, assez
souvent, x ce vecteur colonne.

Théoreme 3.3.1. Soit A€ My, b€ My, . Alors le systeme Ax = b admet une solution si et seule-
ment si b eImA.

Démonstration — La démonstration est immédiate a partir de la définition de Im A.

Théoreme 3.3.2. Soit A€ My, be My, . Alors le systeme Ax = b admet une solution unique si et
seulement sidet A # 0.

Démonstration—Sidet A # 0, A estinversible. On constate alors que x = A~! b est'unique solution
de Ax=b.

Réciproquement, si det A =0, A n’est pas inversible, donc Ker A n’est pas réduit a 0, donc il existe
un x* non nul vérifiant Ax* = 0, donc le systeme Ax = b ne peut admettre une solution unique
puisque, si x est solution, x + x* est une autre solution.

En résumé, si A est carrée :
— sidet A #0, alors pour tout b, le systeme Ax = b admet une solution unique.
— sidetA=0:
e si beIm A, alors le systeme Ax = b admet une infinité de solutions,
e sib¢Im A, alors le systeme Ax = b n’admet pas de solution.
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3.3.2 Résolution de Ax=b par la méthode de Cramer

Exercices :
Exercice A.1.24

Théoreme 3.3.3. Soit A€ 4, , une matrice (non nécessairement inversible, mais carrée), b et x €
My, tels que Ax = D.

Alors, pour tout j =1,2,...,n, on a laformule de Cramer :
det (A1, Ay,...,Ai—1,b,Aj11,..., Ap) = x;det A. (3.3.1)
Démonstration — Le membre de gauche de (3.3.1) (que 'on note A;) peut s’écrire, puisque Ax = b,
n
A;=det| A1, Az,..., Ai-1, ) Xk Ak, Airtyes An,

k=1

ce qui, grace a la multi-linéarité, se met sous la forme

n
Aj=) xpdet(A1, Ay, ..., Ai—1, A, Ais1, .., Ap), (3.3.2)
k=1

mais dans la somme (3.3.2) les termes correspondant a k # i sont nuls (car il y a alors deux vec-
teurs égaux) et il reste donc

A; = x;det(Ay, Az, ..., Aj-1, Ai, Ajt1y..., Ap) = xpdet A,
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d’ou1 le théoreme. Résolution de
) . ] ) Ax=Db par la
La solution “théorique” de Ax = b est obtenue par les formules dites de Cramer. En fait, on ne méthode de
procede jamais comme cela du point de vue numérique. On utilise une méthode d’élimination Cramer
(par exemple la méthode de Gauss) qui conduit a une quantité beaucoup plus faible de calculs (se
rappeler le nombre d’opérations nécessaires pour évaluer un déterminant!). De plus, la méthode
de Gauss se généralise aux systemes dont la matrice n'est pas carrée.
Comme on I'a vu, la formule (3.3.1) est vraie méme si det A = 0. Evidemment, dans ce cas, on ne
peut pas déterminer x; par la formule (3.3.1)! Sinon on a la proposition suivante :
Proposition 3.3.1. Si A€ 4, , et detA # 0, on obtient la solution de Ax = b par les formules de
Cramer A
i
X;= ) ot A;j =det(Ay, Ag,..., Ai—1,b, Ajs1,..., Ap).
i det A i 1,412 i-1 i+1 n
Concepts
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3.3.3 Systeme linéaire : notation et exemple

Exercices :
Exercice A.1.25

On veut résoudre un systéme linéaire de n équations a p inconnues : Ax = b
— A€ My, estla matrice du systeéme,
— be My, estle second membre,
— X €.y, estlevecteur inconnu.

Dans le cas ol1 b = 0, on dit que le systeme est homogene.

On suppose que lerang de A est r. Dans le cas particulier ot n = p = r, on a un systeme de Cramer,
ici on se place dans le cas général.

Puisque le rang de A est r, il est possible d’extraire de A une matrice carrée a r lignes et r colonnes
inversible. On va supposer que la matrice A* constituée des r premieres colonnes et des r pre-
mieres lignes de A est inversible. Si ce n’était pas le cas, il suffirait d’échanger les lignes de A, donc
'ordre des équations, et d’échanger les colonnes de A, donc I'ordre des inconnues.

On définit A la matrice constituée des r premieres lignes de A. De méme, on note x* le vecteur
constitué des r premieres composantes de x et b le vecteur des r premieres composantes de b.
Avec les hypothéses précédentes, on sait que le déterminant de A* est non nul.
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Introduisons un exemple qui nous servira par la suite :

1 1 1 1
1 2 -1 —1
A_IOS’b_E}
2 1 4 4

On a, dans ce cas particulier, n =4, p = 3,7 = 2. Le vérifier en exercice.

On ade plus:
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3.3.4 Résolution d’un systéeme linéaire homogene

Exercices : Cours:
Exercice A.1.26 Systeme linéaire - notation et
Exercice A.1.27 exemple

On rappelle que I'ensemble des solutions de Ax = 0 s’appelle noyau de A et se note Ker A, revoir
la définition au Chapitre 2.

Onreprend les notations et 'exemple introduit dans le paragraphe référencé. Avant de poursuivre
montrer, en exercice, le résultat technique qui sera utile par la suite :

Ax=Y xjAj=Ax*+ ) xjA;. (3.3.3)

Montrons maintenant que I'on a I’équivalence suivante :

Ax=0 < Ax=0.

Concepts
Le premier systeme est un systeme de n équations, le deuxiéme est un sous-systeme de r équa-

Exemples
Exercices
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tions. Dans I'’exemple : Résolution d’un
systeme linéaire
X1 +x2 +x3 =0 h 2
omogene
X1 +2X2 —X3 =0 B

Ax=0 signifi
X signifie i 13x5 =0

2X1 +X +4x3 =
A . X} +x +x3 =0
Ax =0 signifie ! 2 3

X1 +2xp —x3 =0
Bien siir, si Ax = 0, alors Ax = 0. La réciproque provient de la propriété de rang. On voit sur
I'exemple que la troisieme équation est égale a 2 fois la premiere moins la deuxiéme. Ce n’est pas
un hasard : en effet A est de rang 2, sa troisieme ligne est une combinaison linéaire de ses deux
premiéres lignes, donc la troisieme équation est inutile. Il en est de méme pour la quatriéme.

L'équation 3.3.3 donne alors :
A~ p A
Ax=0 < Ax=0 < A*x*=- ) xjA;.

j=r+1

Le dernier systeme est un systeme de Cramer car A* est inversible, on obtient x* en fonction des

Xj de droite (on retrouve bien les p — r degrés de liberté qui étaient prédits par la dimension de Concepts
Ker A).
p 0 c - p 0, el p _ Exemples
La résolution pratique utilise la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = 0. On va Exercices
Documents
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traiter maintenant en détail 'exemple : Résolution d’un
systeme linéaire
X1 +Xo +X3 =0 X1 +Xp +Xx3 =0
X +2x7 —X; =0 +Xx2 —2x3 = [T
1 2 3 = 2 3
X1 +3x3 =0 —X2 +2x3 =
2X1 +X +4x3 = —X» +2x3 =0
X1 +Xx2 +x =0 Xy =2Xx -3
— 1 2 37T = 2 T8 x=x| 2
+x, —2x3 =0 X1 =-3Xx3 1
On a donc obtenu I'ensemble des vecteurs de Ker A, on voit que la dimension de Ker A est 1,
donc on obtient le rang de A a savoir (3 — 1). En pratique, c’est de cette facon que trés souvent
on détermine le rang de A.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.3.5 Existence des solutions d’'un systéeme linéaire inhomogene

On veut résoudre Ax = b avec b # 0. Cette fois il n'y a plus de solution évidente et il est possible
qu’il n’existe aucune solution. Mais on peut remarquer que, dans tous les cas, I’ensemble des
solutions ne sera pas un espace vectoriel.

Donnons une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution.

Proposition 3.3.2. Si A € ./, ,(K) est une matrice de rang r, si les r premieres colonnes de A
forment une famille libre, alors Ax = b a une solution si et seulement si b appartient au sous espace
engendré par les r premieres colonnes de A.

Démonstration — La démonstration est immédiate :

Ax=Db < beVect(Ay, Ay,...,Ap) < beVect{Ay, A,...,Ar),
en effet, les colonnes A;,1,..., A, sont combinaisons linéaires des r premieres colonnes d’apres
la propriété du rang.
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3.3.6 Résolution d’un systéeme linéaire inhomogene

Exercices : Cours:
Exercice A.1.28 Systeme linéaire - notation et
Exercice A.1.29 exemple

On reprend les notations et ’exemple introduit dans le paragraphe référencé.

On aalors:

Ax=b

x vérifie les (n — r) dernieres équations
x ok _ 1 vP A

A'x"=b Zj:r+1 x]A]

x vérifie les (n — r) derniéres équations

Ax=b <<= {
—

On détermine donc x* en fonction des x; en résolvant le systtme de Cramer, puis on vérifie si
cette solution satisfait les dernieres équations.

La résolution pratique utilise la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = b, reprenons
I'exemple :
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Résolution d'un
X1 +x  +x3 =1 x; X +x3 =1 systeme linéaire
X1 +2x —-x3 =-1 +Xp —2Xx3 =-2 inhomogeéne
X1 +3x3 =3 —Xp +2x3 =2
2X1 +Xp +4x3 = —Xp +2x3 =
X1 +Xp + = =2x3—2
1 2 tX3 X2 X3
+Xxp —2x3 =-2 X1 =-3x3+3
—3x3+3 -3 3
— x= 2x3—2 = < x=x3| 2 |+]| -2
X3 1 0
On trouve donc les solutions du systeme Ax = b en sommant les solutions du systtme homogeéne
et une solution particuliere du systeme non homogene.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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3.3.7 Calcul pratique de I'inverse d’'une matrice

Exercices :
Exercice A.1.30

Soit A € .y, ,, inversible, dont on va noter, un instant, A la matrice inverse, on a donc
AA=AA=1 (3.3.4)

Ce changement de notation sert simplement a pouvoir noter (a; ;) les éléments de A~ et anoter
Aj les colonnes de A™!!

Comme on I'a vu dans le paragraphe précédent, on peut écrire (3.3.4) comme un systéeme d’équa-
tions linéaires dans lequel les inconnues sont les colonnes de A :

AAj=1I; pourj=12,...,n. (3.3.5)

De fait quand on veut calculer numériquement I'inverse d'une matrice, on procede souvent de
cette facon. On commence par écrire un programme de résolution de systeme linéaire, puis on
utilise ce programme pour calculer les colonnes de A™! en résolvant (3.3.5) ce qui correspond a
n résolutions d'un systéme dont la matrice A est toujours la méme, seuls les seconds membres
varient.
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Pour le calcul “a la main” de 'inverse d'une matrice A, on résout le systéme AX = Y qui est équi-
valent 2 X = A~'Y, par identification on obtient A~!. Par exemple si

on obtient apres résolution :

X1 +X2
X1 +X2
X2

Ce qui permet d’obtenir :

<<

+X3

1 1 1
1 1 0,
01 1
N X1 y1
— X2= - +y2
X3= )1 2
1 0 -1
= -1 1 1
1 -1
45
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3.3.8 Calcul théorique de I'inverse de A

Exercices :
Exercice A.1.31

On a vu que le calcul de 'inverse se rameéne a la résolution de
AAj =1I; pourj=12,...,n.

Les formules de Cramer nous donnent immédiatement la solution de ces systémes puisqu’il ré-
sulte de (3.3.1) que

N 1
aij = detA det(A]yA2!~-'$Ai—l)Ij)Ai+1»---)An)) (336)

etle déterminant du membre de droite de (3.3.6) peut étre obtenu en développant suivant la j*™M€

colonne, soit o
det(A1, Az, ..., Ai—1, 1, Ais1,..., Ap) = (1) det Ajj ;.

Finalement, avec la Définition 3.1.6, on a le résultat

ai:i

ij= dotd cof(a;;). (3.3.7)

Définition 3.3.1. On appelle co-matrice de A et on note co(A) la matrice des cofacteurs de A
co(A);; = cof(a;j) = (=1)"*/ det A; .

46 | 4.4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A

Théoreme 3.3.4. Soit A€ #,, ,(K) inversible. Alors l'inverse de A est donnée par la formule Calcul théorique

del'inverse de A

1
A= detA(co(A))T. (33.8)

Comme pour les systémes linéaires, les formules de Cramer ne sont pas utilisées pour calculer
numériquement I'inverse, on leur préféere des méthodes plus économiques (voir le calcul numé-
rique de 'inverse de A). En revanche, les formules de Cramer sont utilisées pour le calcul formel.
Vous reverrez tout cela plus tard.
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chapitre A

A.1 Exercices du chapitre 3

Al.l
A.1.2
Al3
A.l.4
A.1.5
Al.6
A.l1.7
Al.8
A.19
A.1.10
A.l1.11
Al.12
A.1.13
Al.14
A.1.15
A.1.16
Al1.17
A.1.18
Al1.19
A.1.20
Al1.21
A.1.22

Ch3-Exercice 1 :
Ch3-Exercice 2 :
Ch3-Exercice 3 :
Ch3-Exercice 4 :
Ch3-Exercice 5 :
Ch3-Exercice 6 :
Ch3-Exercice 7 :
Ch3-Exercice 8 :
Ch3-Exercice 9:

Ch3-Exercice 10 :

Ch3-Exercice 11

Ch3-Exercice 12 :

Ch3-Exercice 13

Ch3-Exercice 14 :
Ch3-Exercice 15 :
Ch3-Exercice 16 :
Ch3-Exercice 17 :
Ch3-Exercice 18 :
Ch3-Exercice 19 :
Ch3-Exercice 20 :

Ch3-Exercice 21

Ch3-Exercice 22 :

calculs de déterminants par la définition . .. ... .. 51
det : matrice triangulaire inf., diagonale, conjuguée . . 52
déterminantd'unebase . ... ..... .. ... .... 53
déterminant de polynébmes . . ... ... ... ... .. 54
det multilinéaire : additivité par rapport a une colonne 55

déterminant nul si colonnenulle . . . ... ... .... 56
déterminantde (AA) . . .. .. .. . . . ... ... 57
déterminants avec colonnes adjacentes . . . ... ... 58
déterminants avec permutations de colonnes . . . . . 59
déterminant avec combinaisons de colonnes . . . . . 60
:transposition =involution . ... ............ 61
permutation = composée de transpositions . . . . . . 62
: signature de permutationssur %3 . . . ... ... ... 63
déterminant par les permutations (n=3) . ... ... 64
calculs pratiques de déterminants 3 x3 ... ... .. 65
calculs pratiques de déterminants. . . . . ... .. .. 66
déterminantde ABetde BA . . . . ... ... ..... 67
bases par le déterminant . . . ... ... ........ 68
déterminant nul équivalent a familleliée . ... ... 69
inversibilité par le déterminant . . . ... ... .. .. 70

: inversibilité du produit de 2 matrices inversibles . . . 71
déterminant de la rotation dans le plan
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A1.23
A.1.24
A.1.25
A.1.26
A.1.27
A.1.28
A1.29
A.1.30
A.1.31

Ch3-Exercice 23 :
Ch3-Exercice 24 :
Ch3-Exercice 25 :
Ch3-Exercice 26 :
Ch3-Exercice 27 :
Ch3-Exercice 28 :
Ch3-Exercice 29 :
:inverse par résolution de systeme par Gauss . . . . .
: inverse par Cramer (transposée de la co-matrice)

Ch3-Exercice 30
Ch3-Exercice 31

chapitre A section suivante »

liberté d’'une famille, rang d’'une matrice . . . . . . . .
résolution de systemes carrés par Cramer et Gauss . .
rangd'une matrice4 x3. . . ... ... ... ...
dimension du noyau d’'une matrice4x3 . . . ... ..
systéme rectangulaire homogene : lien entre A et A* .
résolution d'un systeme rectangulaire4 x3 . ... ..
résolution par Gauss d'un systeme4x3 .. ... ...
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Exercice A.1.1 Ch3-Exercice 1 : calculs de déterminants par la définition

Calculer les déterminants suivants :

a ¢ 34 ¢ 4 2 3 4 2 3 4 3 2 1 2 2 4 2 31
b d ,' 3b d |’ 0 3 4(|,/0 1 21|,/]0 2 11{,/3 1 1|0 1 24
0 0 5 4 1 2 4 2 1 4 1 1 4 1 2A
retour au cours
Solution
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Exercice A.1.2 Ch3-Exercice 2 : det : matrice triangulaire inf., diagonale, conjuguée

1. — Considérons une matrice A € .4}, , triangulaire inférieure (a;; = 0 pour i < j), en utili-
n
sant la définition du déterminant montrer que det A = H ai;.
i=1

— En déduire que :
n

— pour les matrices diagonales (a;; = 0 pour i # j) on a aussi det A = H aii,
i=1
— la matrice identité a pour déterminant det = 1.

2. Si A est la matrice dont les termes sont les conjugués de ceux de A, alors det A = det A.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.3 Ch3-Exercice 3 : déterminant d’'une base

Si (€1, 8, ...,8,) sont les vecteurs de la base & de référence, montrer que
det(éq, és,..., én) =1.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.4 Ch3-Exercice 4 : déterminant de polynomes

1. Lespace vectoriel K, [X] des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 est muni de la base
canonique (py, p1, p2) considérée comme base de référence. On définit les polynémes p, g, r
par

p(t) =312 +6t+4, qO)=t>+2t—-1, r()=—t>+41+2,

calculer det(p, g, 7).

2. On définit q; (t) = 2t—1. On choisit maintenant comme base de référence la base (po, g1, p2),
calculer det(p, g, 7).

retour au cours
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Exercice A.1.5 Ch3-Exercice 5 : det multilinéaire : additivité par rapport a une colonne

A partir de la définition du déterminant par récurrence, démontrer I'égalité suivante :

det(Ay, ..., Ap—1,B+C, Ags1,-. s Ap) = det(Ay,..., Ap_1,B, Aps1,..., An) +
det(Ay, ..., Ap—1,C, Ags1y- ) An).

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.6 Ch3-Exercice 6 : déterminant nul si colonne nulle

Montrer que si A a une colonne nulle, alors det A = 0.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents

56



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.7 Ch3-Exercice 7 : déterminant de (1A)

Démontrer la proposition suivante : Si A € 4, », A €K, alors (detAA) = A" det A.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.8 Ch3-Exercice 8 : déterminants avec colonnes adjacentes

Reprendre les exemples de I'Exercice A.1.1 et illustrer les résultats du paragraphaphe “Détermi-
nant et colonnes adjacentes”.

retour au cours
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Documents
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Exercice A.1.9 Ch3-Exercice 9 : déterminants avec permutations de colonnes

Soit C une matrice appartenant a .#/3 3, on note d = det(C). Exprimer a I'aide de d les détermi-
nants suivants :
det(C1C3C5), det(C3C,Cy), det(C,C; C3), det(C,C3Cy) et det(C3C;Cy).

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.10 Ch3-Exercice 10 : déterminant avec combinaisons de colonnes

Soient C et B deux matrices appartenant a .#3 3. On se donne des scalaires (y;;); j=1,23, tels que

3 3 3
C = ZYuBi, C = Z YjeBj, Cs= Z Y k3Bk-
i=1 j=1 k=1

On note d = detB

1. Déterminer det(B;B,C3) et det(B1B3C3) en fonction de d.

2. En déduire det(B; C>C3) en fonction de d.

3. Calculer de facon similaire det(B,C,Cs) et det(B3C,Cs).

4. En déduire que det(C;C,C3) = Adet(B; B2 Bs) ou A est un coefficient a déterminer.
5

. Lorsque B = I, quels sont les termes de la matrice C? Vérifier que le résultat trouvé précé-
demment est correct.

retour au cours
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Exemples
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Exercice A.1.11 Ch3-Exercice 11 : transposition = involution

Soit 7 une transposition sur .%,. Montrer que 7! = 7.

(On dit alors que 7 est une involution.)

retour au cours

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.12 Ch3-Exercice 12 : permutation = composée de transpositions

1. Montrer que 3 des 6 permutations de .3 sont des transpositions, on notera ces transposi-
tions 01,02,03.

2. On note 0,04,05 les 3 autres permutations. Pour chacune d’elles, montrer qu’elle peut
s’écrire comme composée de transpositions et ceci de plusieurs maniéres différentes : trou-
ver a chaque fois au moins deux décompositions.

3. Quelle est la signature de chacune des permutations?

4. Soit A € My, ,, on définit les matrices B et C par

B =(As,1), Av,2)5A0,3), C=(As,0), Ac,s2) Ac,3))-

Exprimer det B, det C al'aide de det A.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Exercice A.1.13 Ch3-Exercice 13 : signature de permutations sur .3

Dans le cas particulier n = 3, vérifier les propriétés suivantes :

1.

Si T est une transposition, €(7) = —1.

2. €(01002) =€(01)e(02), YO 1,02 € F.
3.
4. det(Ag),...» Aomy) =€(0) det (A, ..., Ap).

e Y =¢€(0), Vo € F,.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.14 Ch3-Exercice 14 : déterminant par les permutations (n = 3)
Soit A € 433, vérifier que'on a:

detA= Z e(o) Ao(1)18g(2)2--- Ao (j)j--- Ao(m)n-
oS,

retour au cours
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Concepts

Exemples
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Exercice A.1.15 Ch3-Exercice 15 : calculs pratiques de déterminants 3 x 3

1 0 3 1 2 3
Calculer les déterminants suivants: | 2 4 3 [, 4 5 7
3 0 1 0 3 0

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.16 Ch3-Exercice 16 : calculs pratiques de déterminants

1 2 3
1. On peut calculer le déterminant | 3 2 1 |en effectuant les étapes:
2 1 3
1 2 3 6 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
321:621:6121:600—2:12'11‘:—12.
2 1 3 6 1 3 1 1 3 1 1 3

Pour chacune des étapes précédentes, citer la regle permettant d’obtenir I’égalité.

L -1 -1 i g 2 140

2. Calculer les déterminants suivants: | -1 2 -1 |,
1 -1 2 1 4 10 20
1 5 15 35

retour au cours

Solution Concepts

Exemples
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Exercice A.1.17 Ch3-Exercice 17 : déterminant de AB etde BA

Soient A et B deux matrices de .4, ,, montrer que det(AB) = det(B A). Donner un exemple dans
lequel AB # B A et calculer les déterminants de AB et BA.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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< précédent section A

Exercice A.1.18 Ch3-Exercice 18 : bases par le déterminant

Les familles suivantes sont-elles des bases de R3 :
((4,0,4), 2,1,1), (3,2,2))? ((1, 1,1),(2,3,1),(0, 1,—1))?

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.19 Ch3-Exercice 19 : déterminant nul équivalent a famille liée

Soit E un espace vectoriel de dimension 7, muni d'une base de référence, et soit (dy, da, ...

une famille de vecteurs de E, montrer que

det(ay, dy,...,dy) =0 < (dy, dy,...,a,) est une famille liée.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.20 Ch3-Exercice 20 : inversibilité par le déterminant

4 2 3 1 2
Lesmatrices| 0 1 2 Jet| 1 3 1 sont-elles inversibles ?
4 1 2 1 1 -1

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.21 Ch3-Exercice 21 : inversibilité du produit de 2 matrices inversibles

Utiliser le déterminant pour montrer que le produit de deux matrices inversibles est une matrice
inversible. Si I'une des deux matrices n’est pas inversible, que peut-on dire du produit?

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.22 Ch3-Exercice 22 : déterminant de la rotation dans le plan

Donner le déterminant de la rotation dans I'espace d’angle 6 d’axe Oy.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
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Exercice A.1.23 Ch3-Exercice 23 : liberté d'une famille, rang d’'une matrice

1. Est-ce-que la famille ((1,3,5,1),(2,2,6,-2),(1,2,4,0)) de vecteurs de R* est libre?
2. Quel est le rang de la matrice

1 3 5 1
A= 2 2 6 -2 |?
1 2 4 0

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.24 Ch3-Exercice 24 : résolution de systemes carrés par Cramer et Gauss

Résoudre le systéme

2x1 +3x, +4x3 =3
—2Xx1 —2X —2X3 =—4
2x1 +5x, +10x3 =-1

en utilisant les formules de Cramer, puis la méthode de Gauss.
Est-il possible de résoudre par les formules de Cramer le systéme suivant :

X1 +2x2 +3x3 =1
2x1 +2xp +2x3 =-2 ?
X1 +4x2 +7Xx3 =5

Si non, utiliser la méthode de Gauss pour le résoudre.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.25 Ch3-Exercice 25 : rang d'une matrice 4 x 3

1 1 1
. 1 2 -

Montrer que le rang de la matrice A = 1 0 3 estr=2.
2 1 4

retour au cours

Solution

Concepts
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Exercice A.1.26 Ch3-Exercice 26 : dimension du noyau d’'une matrice 4 x 3

Quelle est la dimension de Ker A dans le cas de la matrice de I'Exercice A.1.25

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.27 Ch3-Exercice 27 : systéme rectangulaire homogene : lien entre A et A*

Avec les notations du paragraphe “Systéme linéaire - notation et exemple”, montrer que :
A~ p A p A~
Ax = Zx]A] =A"x + Z XjAj.
j=1

j=r+l

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.28 Ch3-Exercice 28 : résolution d'un systéme rectangulaire 4 x 3

1 1 1 1

e |12 - | 1
On définit: A = 10 3 etb= 3
2 1 4 4

Résoudre Ax = b en utilisant la résolution théorique exposée dans le paragraphe “Systeme li-
néaire inhomogene - résolution”. On explicitera en particulier les matrices A, A*.
1

A . -1
Meémes questions avec pour second membre b’ =

retour au cours
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Exercice A.1.29 Ch3-Exercice 29 : résolution par Gauss d'un systeme 4 x 3

Utiliser la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = b avec

1 1 1 1
1 2 -1 -1
A= 1 0 etbh= 3
2 1 4 5

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.30 Ch3-Exercice 30 : inverse par résolution de systeme par Gauss

Utiliser la résolution d’'un systeme linéaire pour obtenir la premiere colonne de I'inverse de la

2 1 2
matrice A définiepar: A= 4 3 7
-2 1 3

Comment obtiendrait-on la 2° puis la 3° colonne, est-il nécessaire de refaire tous les calculs?

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.31 Ch3-Exercice 31 : inverse par Cramer (transposée de la co-matrice)

21 2
Calculer I'inversede A=| 1 2 3 | en utilisantles co-facteurs.
31 -2

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
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section A suivant »

Exercice A.2.1 TD3-Exercice 1 : calcul de déterminants

1 a4 —b a 0 b O
) . . 0 a 0 b
Calculer les déterminants suivants: | —a 1 c |,
b o—c 1 c 0 d 0
0 ¢c 0 d

(Réponses : 1+ a? +b*> + 2, a*d?+b*c®—2abcd).

Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.2 TD3-Exercice 2 : déterminant d'une combinaison linéaire de vecteurs
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension 2 muni de la base de référence (€1, é).
Soient ii; et #i, deux vecteurs de E, soient x;, X, y1 et y» quatre scalaires de KK.

Donner une expression de det(x; il + X212, y11; + y2Ui2) en fonction de det(iiy, ily).
Vérifier le résultat dans le cas i = €1, iip = é5.

Aide 1 Aide 2
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< précédent

section A

Exercice A.2.3 TD3-Exercice 3 : trois déterminants nuls

Montrer sans les calculer que les déterminants suivants sont nuls :

2
1 a b+c 2 -1 -1 b2
1 b a+c || -1 2 -1/ 2
1 ¢ a+b -1 -1 2 42

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

85

(a+1)?
(b+1)2
(c+1)?
(d + 1)?

(a+2)?
(b+2)?
(c+2)?
(d+2)?

suivant »

(a+3)?
(b+3)?
(c+3)?
(d+3)?
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Exercice A.2.4 TD3-Exercice 4 : déterminants de matrices triangulaires par blocs

< précédent

section A

suivant »

Soit A € My+mn+mK), M € Mpym(K), N € My n(K), B MpynK). 0, représente la matrice
nulle appartenant a .4, ,(K) et I, la matrice identité de .4, , (K).

1. Onsuppose que lamatrice A se décompose par blocs de la facon suivante: A = (

Montrer que det A = det M.

2. On suppose que A =

I On,m

ATl =
Omn ML

3. On suppose que A =

4. On suppose que A=

(a) Montrer que si det M =0, alors det A = 0. Montrer que si det N = 0, alors det A = 0.

(b) Ecrire A comme un produit, afin de démontrer que det A = det M det N.

5. Que vaut le déterminant de la matrice A = (

I, On,m
Om,l’l M
N Onym
B I,

N On,m
B M

) et que M est inversible, vérifier que

N

Om,n

)

). Montrer que det A = det N.

you C € Mpm(K)?

6. Soient les matrices X € My, m(K), Y € M, n(K) et Z € My, n(K).

Calculer le produit ( N

B

On,m

M

|

X Onym

Y

VA
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N 0 -
7. On suppose que N et M sont inversibles. Déterminer I'inverse de A = ( mm ) Exercice A.2.4

Question 1
Question 2
Question 3
Question 4
Question 5
Question 6
Question 7

B M TD3-Exercice 5 :

déterminants de

Feim matrices
Aide 1 Aide 2 triangulaires par
Aide 1 blocs
Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

Aide 1

Aide 1

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Corrigé de I'exercice Aide 1
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Exemples
Exercices
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Exercice A.2.5 TD3-Exercice 5 : dérivées de polyndmes : déterminant et base

Montrer que si p est le polynome défini par V¢ € R, p(t) = ag+ay t+ax t> + az t> + ay t*, ot1 le coeffi-
cient as # 0, alors (p, p', p”, p®, p™¥) forme une base de R4[X]. Ce résultat pourrait se généraliser
aun degré quelconque.

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.6 TD3-Exercice 6 : déterminants 4 x 4 dépendant de parametres

a a a a 1 1 1 1
1. Calculer les déterminants suivants : IO , et R
a b ¢ ¢ 1 a 1 a
a b ¢ d 1 b a 1
(Réponses : a(b—a)(c—b)(d-c),2(a—1)*(b-1)).
a b ¢ d 1 1 1 1
. . c d a b 1 1 -1 -1
2. Soient les matrices A = b a d c etM= 1 -1 -1 1
d ¢ b a 1 -1 1 -1
Calculer det M, puis le produit AM et en déduire det A.

(Réponses : det M = 16,
detA=—-(a+b+c+d)(a+b—-(c+d)(a+d—-(c+b))(a+c—(b+d))).

Question1 Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice A.2.7 TD3-Exercice 7 : déterminants : familles libres, liées

1 1 1 1
. X a 0 0 e o s Y
1. Les vecteurs suivants : Ploll s et 0 sont-ils linéairement indépendants?
X 0 0 c
Discuter suivant les valeurs de a, b, ¢, x.
Réponse :
: 1. abc
— siab+ bc+ ca#0, les vecteurs forment une famille libre pour x # ———;
) ) ] ] ab+bc+ca

— siab+bc+ca=0etabc #0, lafamille est toujours libre;

— siab+bc+ca=0etabc =0, lafamille est toujours liée.
X a b X

. . a X X b

Méme question pour les vecteurs : , , et
b X X a
X b a X

(Réponse : si a = b, les vecteurs sont liés Vx;

. .. a+b a+b
si a # b, les vecteurs sont liés pour x = — oux=-— > ).
2. On définit les polyndémes p(f) =a +t + i p2(t)=1+pt, p3s(t)=1+1t+ ,Btz. Concepts

La famille (p;, p2, p3) forme-t-elle une base de [K»[X]?
Discuter suivant les valeurs de « et .

Exemples
Exercices
Documents

(Réponse : si 1 —2B + af? # 0, c’est une base. Sinon, ce n’en est pas une).
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Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.8 TD3-Exercice 8 : déterminant d’'une matrice antisymétrique

Une matrice carrée M est antisymétrique si et seulement si M’ = — M.
Montrez que si n, le nombre de lignes, est impair, alors det M = 0.

Aide 1

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.9 TD3-Exercice 9 : résolution d'un systeme 3 x 3 par la méthode de Gauss

Soit A€ My n(R), b€ 4,1 (R). On cherche x tel que Ax = b. Pour cela on utilise la méthode d’éli-
mination de Gauss, qui est définie par :
— al'étape j:pour j =1,...,n—1 on construit un systeme d’équations équivalent de la facon
suivante :

e Pouri=j+1,...,n onremplace la i® équation par (i® équation) + a;(j¢ équation) de
facon a éliminer la j€ variable dans la (i® équation)
— On résout le systeme triangulaire obtenu a ’étape n — 1.

—X1 +2X2 — X3 =-5

On veut résoudre le systéeme : X1 —4xy +2x3 =7

—2x1 —2x2 +2x3 =0

1. Quelle estla matrice A du systéeme?

2. Utiliser la méthode de Gauss pour résoudre ce systéme. A chaque étape, préciser quelle est
la matrice du nouveau systeme. (Réponse: (3, 1, 4)).

3. Montrer (sans les calculer) que les déterminants de toutes ces matrices sont égaux.

4. En déduire sans calcul (ou presque!) la valeur de det A. (Réponse : 2).
Concepts
Question 1 Aide 1
Question2  Aide 1
Exemples
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 E))iercipces
Question 4  Aide 1 Documents
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Exercice A.2.10 TD3-Exercice 10 : parabole passant par 3 points

Déterminer I'équation de la parabole qui passe par les points A= (-1,2), B=(1,—-4) et C= (2,8).
(Réponse: y =5x>-3x—6).

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.11 TD3-Exercice 11 : systeme dépendant d'un parametre : Gauss, Cramer

On définit le systeme suivant :

X1 + Xo+ (1-2a)xs = 2(1+a)
QA+a)x1— (Q+a)x,+ (2+a)x3 = 0
2x1 — 2axy + 3x3 = 2(1+a)

1. (a) Appliquer la méthode de Gauss pour obtenir un systeme triangulaire équivalent.
(b) Que vautdetA? (Réponse : —4a (1 + a)(1 — a)).

2. Résoudre le systéme dans le cas det A # 0

(R 1 3+2a 1+ a)

éponse: x; = ——, Xp = , X3 = .

2 T oa-n T 20— P T 1-a

3. Etudier les cas ol1 det A = 0. En particulier, préciser si les solutions constituent un espace

vectoriel.

4. Résoudre le systéme en utilisant les formules de Cramer.

Question 1a Aide 1

Question 1b  Aide 1 Concepts
Question 2  Aide 1

Question 3  Aide 1 Aide 2

Question 4  Aide 1 Aide 2 Exemples

Exercices
Documents
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Exercice A.2.12 TD3-Exercice 12 : puissances des racines cubiques de I'unité : Cramer

On considere 1, j et jz, les racines cubiques de I'unité ( j3 =1).

1 1 1
1. Calculerl'inverse delamatrice U=| 1 j j?
1 j2

X1+ Xo+ X3 =b
2. Soient les complexes by, by, bs. On définit le systeme X1+ jXo +j2x3=b.
X1 +j2x + jxs =bs
(a) Résoudre le systeme en utilisant les formules de Cramer,
b1+ by + b by + Dby j?+bsj by +Dbyj+ bsj?
(Réponse : x; = 1772 3,x2: L on) 3],x3: W) ) ).
3 3 3
(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que x;, x», x3 soient réels.
(Réponse: b; €R, by et bz conjugués).

3. Retrouver a partir de la question précédente I'expression de U~".

Question1 Aide 1 Aide 2

. . Concepts
Question 2a Aide 1
Question 2b Aide 1

Question 3  Aide 1 Exemples

Exercices

Documents
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Exercice A.2.13 TD3-Exercice 13 : systemes anti-diagonal et tri-sup. constant

Pour chacune des matrices suivantes, résolvez le systéme y = Ax lorsque la solution est unique.
En déduire A™L.

1 1
0 a 0 0 1 1
A= ST e et A=
0 ay,.1 - 0 0 .1 1
a, 0 - 0 0 0 0 -+ 0 1
1
0 0 0 1 -1 0 0
1
0 oo 0 0 1 -1
Réponses: A '=| : .- .+ et Al = 0
o L 0 0 1 -1
2
- 0 0 0 0 0 0 1
ay
Aide 1 Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.14 TD3-Exercice 14 : rang d’'une matrice 4 x 3 avec parametres

Déterminer selon les valeurs des réels a et § le rang de la matrice

™ W 0
O = =
- N O

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.15 TD3-Exercice 15 : rangs de AB et de BA différents

1 0 0 0 . P
Montrer en utilisant les matrices ( 0 0 ) et ( 1 o ) que le rang de AB n’est pas toujours égal au

rang de BA.

Aide 1 Aide 2

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.16 TD3-Exercice 16 : résolutions de systemes par Gauss

1 4 =2
1. On définit la matrice A=| 2 -3 1
8 -1 -1
(a) Déterminer toutes les solutions de Ax = 0. Quelle est la dimension de Ker A? Que vaut
lerang de A?
0
(b) Déterminer toutes les solutions de Ax = b,ou b=| 1 |. Comparer avec ce qui a été
3
trouvé a la question précédente.
(c) Déterminer toutes les solutionsde Ax=b,oub=| 1
4
1 -1 -1 1 0
R . 12 2 -3 10 .. |1
2. Mémes questions avec A = 1 2 -1 | b= o | puis b = 0
4 0 -5 2 0
1 -1 1 1 b1
3. Mémes questionsavec A= 1 1 -1 2 |,b=| b,
0 1 2 0 bs
1 -1 1 1 0
4. Mémes questionsavec A= 1 1 -1 2 |,b=| 2 |,puisb=| 1
0 -2 1 2
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Réponses :

2. x=0, x—( -1/3 ),pasdesolutlon

4/11 2
—1/11 5 |, pas de solution.

11

2b; — b2+3b3 -9

-2

3. x=a +ta 1

—b1+b2—2b3 6
0 1 0 -3

1 1 1 1

4. x=«a 1 + 0 , X = 0 +a 1 + 0 0
0 2 0 0 2

Question 1a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 1c  Aide 1 Aide 2

Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3  Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question4 Aide 1 Aide 2 Aide 3

<< 101
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Exemple B.1.1 Déterminant dans R3 : volume du parallélépipede

On se place dans I'espace géométrique habituel R3 muni d'une base & = (&}, &,, é3) orthonormée
directe et on définit

7 = xlé’1+x2é’2+x3é’3,
J = Yié1+ )26+ y3€3,
% = Z1§1+Z2§2+Z3§3.
Alors
X1 1 4
det(X,7,2)=| X2 y2 22 |=X1Y223+ X2Y32) + X3 122 — X1 Y322 — X2 V123 — X3)22].
X3 Y3 <3

La encore, il y a une interprétation géométrique simple : det(%, y, Z) représente la mesure (algé-
brique) du volume du parallélépipede construit sur les vecteurs X, 7, Z. Le déterminant de X, 7,2
apparait en effet comme le produit mixte (vu en MT22) des vecteurs (X, J, Z) et le signe dépend,
comme on le sait, du fait que le triedre (¥, , Z) est direct ou non.

Concepts
retour au cours

Exemples

Exercices
Documents
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Exemple B.1.2 Calcul pratique d'un déterminant 3 x 3

, on obtient en rem-

4 2 3
Sil'on reprend le calcul déja effectué en exercice du déterminant | 0 1 2
4 1 2
placant la derniere ligne par la derniere ligne moins la premiere (L3 — L3 — L) que
4 2 3 4 2 3
0 1 2|={0 1 2 |[puisendéveloppantparrapporta la premiére colonne :
4 1 2 0 -1 -1
4 2 3 1
0 1 2 (=4 ‘ 1 -1 ) ce qui finalement vaut 4.
0 -1 -1

retour au cours
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Document C.1.1 Décomposition des permutations en transpositions

Proposition C.1.1. Soito € .%,, alors
— 0O peut s'écrire, de facon non nécessairement unique, comme composée de transpositions,
— quelle que soit la factorisation de o0 comme composée de transpositions, le nombre de trans-
positions est ou bien toujours pair, ou bien toujours impair.
Par conséquent le nombre

e(0) = (-1)" (p étant le nombre de transpositions) (C.1.1)

est indépendant de la factorisation et ce nombre est appelé signature de o.

Démonstration—
— On raisonne par récurrence sur 7.
o Tout d’abord les 2 éléments de .4, sont la transposition 7 : (1,2) — (2,1) et 'identité qui
peuts’écrirei =toT.
+ Supposons donc que le résultat est vrai pour n—1 = 2. Soit 0 € %), et notons k = o (n).

Deux cas sont possibles :

(i) k= neto, restreinte a .#,,_; est une permutation de .#,_; puisque elle laisse inva-
riant n. Par hypothese de récurrence on peut écrire ¢ comme un produit de trans-
positions de .#;,_,, transpositions que I'on peut étendre a .#,, en supposant qu’elles
laissent toutes invariant n.

(ii) k # n et définissons la transposition 7 telle que 7(k) = n, 7(n) = k. Alors la permu-
tation 7 oo est telle que T oo (n) = n et 'on est ramené au cas précédent pour la
permutation 7 o ¢ qui s’écrit donc comme une composée de transpositions: Tog =

108 >
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T10T20...0T,etcOommeT =7 1,0na0 =T0T|0T20...0T,, C& qui achéve la démons-
tration.
— Le Théoreme 3.1.2 (ii) dit que si 'on échange deux colonnes le déterminant change de
signe. Ceci donne que si 7 est une transposition alors

Document C.1.1
Décomposition
des permutations
en transpositions

det(d;y, ..., Grk)s---» Gr(n)) = —det(dy, ..., Gk, ..., 4n). (C.1.2)
Soit maintenant o une permutation et considérons une factorisation de o :
0 =T10T20...0Tp.
Soit (é;)1<i<n la base canonique de K" et posons
A =det(ézq),---r 8o(n)) -

Alors
A= det(é'[lo,_,o‘[p(l)) 5000 érlo...orp(n))
et en utilisant (C.1.2)
A =—det (ETQO...OTP(I)) ceey Ergo“.or,,(n)) ,
d’ol1 en itérant
A= (-1)Pdet(@,...,&,).

Si on utilisait une autre factorisation de o en g transpositions, on aurait aussi

Concepts

A=(-1)1,
ce qui montre que €(g) = (—1)” ne dépend pas de la factorisation de la permutation en Exemples
transpositions et on a donc Exercices
Documents

det(8g(1), ..., €x(m) =€(0) det(éy,...,&n). (C.1.3)
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Document C.1.2 Calcul des déterminants par les permutations
Démontrons le résultat suivant :

detA= ) €(0) dg(1)1As@)2003)3-
gES

On peut donner une démonstration du résultat précédent qui se généraliserait facilement a une
dimension quelconque. Calculons le déterminant de A € .43 3 en utilisant la multi-linéarité par
rapport aux colonnes de A.

1 0 0
OnnoteE;=| 0 |,Ex=]| 1 |etE5=| O
0 0 1

Alors

3 3 3
detA = det(A;, Ay, A3) =det Z ai E;, Z aszj, Z a3 Ex
i=1 =1 k=1

3 3 3
= ) ). ) anapasdet(E; Ej, E),
i=1j=1k=1

etlorsque deux des trois indices sont égaux, on adet (E;, Ej, E) = 0. Il ne reste donc que les termes
correspondant a des indices (i, j, k) tous différents avec {i, j, k} variant de 1 a 3, c’est-a-dire cor-
respondant a toutes les permutations de {1, 2, 3}.
Posons donc

i=o0Q), j=02), k=0(3) ou o € ¥,

111 >

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

alors Document C.1.2

detA= ) asa)do2a03)3det(Eoq), Eo) Esm)- Calcul des
K7 ) )
7es déterminants par

D’apres (C.1.3) les permutations
det(Es(1), Es2), Es(3)) = €(0) det (Ey, Ez, E3) = €(0),

d’ou

detA= ) €(0) o)1 Go2200@3)3-
oS

retour au cours
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Document C.1.3 Déterminant de la matrice transposée

Proposition C.1.2. Soit A€ 4, . Alors detA=det AT,

Démonstration— Notons un instant a; ; les éléments de AT (on adonc @; j = aji). Dans ces condi-
tions

T ~ ~ ~ ~
detA” = Z €(o) ao1)185(2)2---Ag(j)j --- Ao(n)n- (C.1.4)
oeSy

En introduisant pour chaque o la permutation réciproque o~!

sous la forme

, on peut réécrire I'égalité (C.1.4)

T - - - -
detA" = Z 6(0) (10(1)0—1(0(1))ag(z)g—l(o-(g)) ...ao—(]')g—l(a(j)) “'aa(n)a‘l(a(n))- (C15)
geSy

Comme o est une bijection de .#, sur lui-méme, on peut, en changeant I'ordre des facteurs de
chaque produit de (C.1.5), réécrire de nouveau (C.1.4) sous la forme

detAT = Z 6(0') dwq(l) dzo-—l(z) 080G ajo”l(j) 000 (:ino-—l (n)- (C16)
geS,

Quand o parcourt.%,, o~! parcourt également .%, et (o) = e(c!), on peut donc réécrire (C.1.6)
sous la forme

T ~ ~ ~ ~
det A = Z e(o) A16(1)A20(2) -+ - Ajo(j) - - - Bno(n)
geSy
= Z e(o) Ag(1)105(2)2--- Ao (j)j - -- Go(m)n =detA,
geSy

d’ou1 le résultat.
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Document C.1.4 Développement du déterminant suivant une ligne ou une colonne

Théoreme C.1.1. On a les formules suivantes :
— Développement suivant la i° ligne

det A = a;; cof(a;1) + ajz cof(ajr) + ...+ a;, cof(a;y). (C.1.7)
— Développement suivant la j¢ colonne
detA = ayjcof(aj) + azjcof(az;j) + ...+ anj cof(ay;). (C.1.8)

Démonstration — 11 suffit de démontrer (C.1.7), la formule (C.1.8) s'obtenant en remplacant A par
AT, Soit la matrice B obtenue a partir de A en permutant la 1¢ et la i® ligne (detB = —det A).
Développons alors B suivant sa premiere ligne (définition du déterminant)

det B = by cof(bi1) + bz cof(br2) + ...+ b1, cof(br ),

soit
detB = a;; cof(by1) + a;ja cof(bia) + ...+ ajn cof(by ). (C.1.9

Sil'on considere By; x| obtenu en supprimant la 1¢ ligne et la k° colonne de B on a

a ... Ak-1 ARk+1 --- 2n
_ . e .
Bix=| a1 ... aik-1 @k+1 ... @p |— (i-1)°ligne.
anl ... Qpk-1 Ank+1 --- dnn

115 >

Concepts

Exemples
Exercices

Documents



< précédent section A suivant »

Si I'on fait remonter la (i — 1)€ ligne en 1° ligne, c’est-a-dire que 1'on effectue (i — 2) échanges de
lignes, on obtient la matrice Aj; x| et donc

detBjy i = (-1 *det Aj; i,
et en passant aux cofacteurs
cof(byp) = (=) det By gy = (-2 det A); i
et comme cof(a;j) = (—1)k*1 det Aj; x, ona
cof(by) = —cof(a;i).
En remplacant dans (C.1.9) on obtient :
det B = — (a;; cof(a;1) + ajz cof(ajs) +...+ a;pcof(a;y))

et comme det B = —det A, on obtient (C.1.7).

retour au cours
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Document C.1.5 Déterminant d'un produit de matrices

Théoreme C.1.2. Soient A, B € My, ,. Alors det(B A) = detB det A.

Démonstration— Soit C = BA, en utilisant les notations matricielles, on peut écrire le déterminant
de C sous la forme
detC =det(Cy,Cy,...,Cj,...,Cy). (C.1.10)

Par ailleurs, par définition du produit de deux matrices, on peut écrire
Ci=BA,

relation qui exprime le fait que la 1° colonne de C s’obtient en multipliant B par la 1° colonne de
A. Cette derniere formule peut s’écrire encore sous la forme

n
C1 =) ar Bx. (C.1.11)
k=1

Reportons (C.1.11) dans le déterminant (C.1.10), on obtient

n
detC =det| )_ a1 B, Cy,...,Cj,...,Cp

) Concepts
et par linéarité par rapport a la 1¢ colonne
Exemples
n Exercices
detC = Z aj det (Bk, Co,..., Cj, 0005 Cn) . Documents

k=1
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Pour avoir une notation dépendant du numéro de la colonne, on appelle I'indice k; soit

n
detC= ) ay,det(Bg,Cs,...,Cj,...,Cp).
k1=1

Ce qui a été fait sur la premiere colonne de C peut étre fait sur la seconde, pour donner

n
C2 = Z akg,szg’
k2:1

et donc

n n
detC= ) ) ag,1axk,»det(By,Bx,,...,Cj,...,Cn), (C.1.12)
k'lzlkg:l

mais comme det (Bkl,Bkz,...,Cj,..., Cn) est nul des que k; = ky, on peut réécrire (C.1.12) sous la
forme

detC = Z akl,lakzyzdet(Bkl,Bkz,...,Cj,...,Cn) .
ki#k,

En continuant sur toutes les colonnes on obtient la formule

detC = Z akl,lakz,g...akmndet(Bkl,Bkz,...,Bkn). (C.1.13)
ki#ko#... £ kn

Comme les ki, ky, ..., k, doivent étre a chaque fois tous différents, la somme (C.1.13) se fait sur
toutes les permutations de .#,;. On peut donc réécrire (C.1.13) sous la forme

detC = Z ao‘(l)llag‘(z)lz...ag‘(n)'ndet(BU(l),BU(z),...,Bg(n)). (C.1.14)
geS,
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Or, d’apres (C.1.3),ona Document C.1.5

Déterminant
det (BO'(I)r BU(Z)) ceey BU(n)) = 6(0) det (Bl; BZ; ) Bn) d’un produit de
et donc, en reportant cette relation dans (C.1.14), on obtient matrices
detC = Z Ag(1),100(2),2 - - - Ao (n),n€(0) detB
oeSy
= detB Z e(o) ag(1),105(2),2---Ag(n),n
geSy,
= detBdetA,
d’apres la définition du déterminant de A.
retour au cours
Concepts
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Document C.1.6 Calcul du rang d’'une matrice

Proposition C.1.3. Soit E un espace vectoriel de dimension m muni d’'une base & = (éy,...,én).
Soit ¥ = (%1,%»,...,X;) une famille de r vecteurs de E avec r < m. On note X; le vecteur colonne
constitué des composantes de X;, X = (X1,..., X;) la matrice de M, ;. Alors la famille & est libre si
et seulement si il existe une matrice carréer x r extraite de X qui est inversible.

Démonstration — Le résultat étant évident si r = m, on suppose donc que r < m.

Condition suffisante. Soit X € My, une matrice extraite de X réguliere.

On va raisonner par I'absurde : supposons que & soit liée, alors il existe des scalaires a;, a»,...,a,
non tous nuls, tels que

donc .
Y aiX;=0. (C.1.15)
i=1

Mais si I'on restreint (C.1.15) 4 X, on peut écrire également que

N>.<jx

M-

a;X;=0,

1

ce qui montre que det X = 0, ce qui est contraire a I’hypothése.

Condition nécessaire. Supposons donc que & soit libre, puisque & est une base de E, & U & est
une famille génératrice de E, en utilisant le théoréme de la base incompléte, on peut compléter
% par une famille % de (m — r) vecteurs de & notés (Eik)kzl,...,m—r afin d’obtenir une base de E.

120 >

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A

La matrice Z des vecteurs colonnes constitués des composantes de & U% sur la base & est inver-
sible puisque & U % est une base.

D’autre part Z est de la forme Z = (X Y) (notation par blocs: X € 4y, Y € My m—r) Z € M, m)
ou Y a, par exemple, la forme suivante :

0 1 0
00 1 0

Y=10 o 0 1|
10 ..0 ...0

chaque colonne et chaque ligne de Y n’a qu’'un seul élément non nul qui vaut 1.
11 existe alors une permutation des lignes de Z (donc de Y en particulier) telle que la matrice Z
ainsi obtenue soit de la forme suivante :

matrice (écrite sous forme de trois blocs) dans laquelle X est la matrice déduite de X par per-
mutation des lignes, la permutation des lignes ayant eu pour objet de faire apparaitre la matrice
identité I de .#y,—,,m—-r comme bloc inférieur droit dans Z.Soit [X], lamatrice carrée r xr compo-
sée des r premiéres lignes de X, alors il est immédiat de voir (en développant suivant la derniére
colonne de Z, puis en procédant par récurrence) que

det Z = det[X],.

<< 121 | 4.4
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Comme Z est une matrice carrée réguliere, on a det Z # 0 et donc comme
det[f(]r =detZ = +detZ,

ceci montre que det[X], # 0. Comme [X], est une matrice extraite de X, donc de X, la proposition
est démontrée.

Théoreme C.1.3. Soit A € My, . Alors le rang de A est le plus grand entier r tel qu'il existe une
matrice carrée inversible A € M., extraite de A.

Démonstration — Soit r le rang de A et s le plus grand entier tel qu'il existe une matrice carrée
réguliére d’ordre s extraite de A. Soit Ae U s,s une telle matrice obtenue par la sélection des lignes
et des colonnes suivantes :

I:{il,i2,...,is}C{l,z,...,m},]:{jl,j2,...,js}c{1,2,...,”}.

D’apres la proposition précédente, la famille des s vecteurs colonnes (Aj,, Aj,,..., Aj) est libre et
donc la dimension r de 'espace engendré par les colonnes de A est au moins s, on a donc

S<r. (C.1.16)

Réciproquement : sirang(A) = r, il existe une famille de r colonnes linéairement indépendantes
(Ak,» Ak, -- -, Ag,) et dong, toujours d’apres la proposition précédente, il existe une matrice carrée
d’ordre r extraite de la matrice (Ag,, Ag,, ..., Ak,) qui est réguliere et donc, d’apres la définition de
s,ona

r<s. (C.1.17)

De (C.1.16) et (C.1.17), on tire r = s et le théoreme est démontré.

retour au cours
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L R = CUI \C R

Solution de I'exercice A.1.1

w W
S T

[ R O =)

2 = ad-bc;
2 = 3(ad-bc);
0

0 = 4x3x5;
5

3 4 3 2
2 = —({0 2 1
2 4 2 1
2

1 = 0;

1

31

21 = 4A

21

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.2

4 0 0
Dans I'exercice précédent on a vu que le déterminantde | 2 3 0 | était égal 4 *3 % 5. Le résultat se généralise tres faci-
3 4 5

lement a une matrice triangulaire inférieure quelconque (on peut faire un raisonnement par récurrence). Evidemment
on en déduit les résultats sur les matrices diagonales et sur la matrice identité.

1 est évident en utilisant la définition que det A = det A. On utilise en particulier les propriétés bien connues sur les
complexes conjugués a savoir, le conjugué d’'une somme est la somme des conjugués, le conjugué d'un produit est le
produit des conjugués.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

det(é, és,...,é,) =detI =1

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

1.
4 -1 2
det(p,q,r)=| 6 2 4 |=-42.
3 1 -1

2. Apres identification, on obtient les composantes de p, g, r sur la base (pg, g1, p2),

p:3p2+3ql+7p0, q=p2+q, r=—p2+2q1+4p0,

etil vient
7 0 4
det(p,q,r)=|3 1 2 |=-21.
3 1 -1

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.5

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de la matrice :
— pour n =1, c’est évident.
— Supposons la propriété vraie a 'ordre n — 1.
Soit Aj, Ap, ..., Ak—1, Ak+1,..-,Ap, B,C € My,1. On note

A = (A1,..., A1, B+C, Apysq,..., Ap),
E = (Alv---rAk—eryAk+17'--)An))
C = (Al’“-rAk—]’C’Ak+1"--’An)-

La définition du déterminant donne :

detA= Y (-1 a;jdetAp, jj+ (=D (by +c1) det A)y g
Jj#k
En effet d,;j = a;; pour j # k et dyx = by +cy.
Pour j # k, la matrice A|1,j| € M -1 n—1 donc, par hypothese de récurrence, on a

det/~1|1,j| = det1§|1,j| + detC‘|1,j|.

De plus
detB = Z(—l)“jaljdetE’u,ﬂ+(—1)1+kb1det1§|lyk|,
j#k
detC = Z(—l)“jaljdetéu,ﬂ+(—1)1+kcldeté|1,k|.
J#k

1l suffit maintenant de remarquer que les matrices Aj; k|, By xj, Cj1,k sont identiques, donc elles ont le méme
déterminant. On obtient alors le résultat :

det A=detB +detC.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.6

Si la colonne A de A est nulle, si on note B la matrice dont les colonnes sont Aj, Ay, ..., Ap_1,— Ak, Ag+1,---,Ap, ON A
det B = —det A a cause de la linéarité, d’autre part A= B donc det A = det B donc det A = —det A donc det A =0.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.7

det(AA) = det(AAj A Ay... A A,) = Adet(A1 A As ... AA,) = A2 det(A; ApdAs ... AA,) = A det(A; Az As ... Ap) = A" det(A)

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.9

det(C; C3Cy) = det(C3C,Cy) = det(CoC, C3) = —d (un échange).
det(C,C3Cy) = —det(CyC1C3) = d (2 échanges).
De méme det(C3C;Cy) = d.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.10

3
. det(B1B2C3)4 =) yrsdet(B1ByBy) = y33d,
k=1
det(B1B3C3) = y23 det(B;, B3 B) = —y23d.

. det(B1C2C3) = y22 det(B B2C3) + 32 det(By B3C3) = (Y22Y33 — Y32Y23)d.

. det(B2C2C3) = (y32713 — Y12Y33)d , det(B3C2C3) = (y12Y23 — Y22Y13)d.

. det(C;CyC3) = 11 det(B; C2C3) + 21 det(BaC2C3) + y31 det(B3 C2C3) = Ad avec
A =Y11Y22Y33 —Y11Y32Y23 + Y21Y32Y13 — Y21Y12Y33 + ¥31Y12Y23 — ¥31Y22Y 13-
.SiB=1I,d=1onadoncdetC = A.

Y11 Y12 713
Y21 Y22 Y23
Y31 Y32 Y33

Dans ce cas les termes de la matrice C sont alors les y;j, on a donc detC =

On retrouve bien detC = A.

Retour a I'exercice a




. 01

. 0o

04
05

Solution de I'exercice A.1.12

:(1,2,3)—(1,3,2),02 : (1,2,3) — (3,2,1), 03 : (1,2,3) — (2,1,3) sont des transpositions.
:(1,2,3)— (1,2,3),00 =02002 = 03002 007 ° 03, entre autres!
:(1,2,3)—(2,3,1),04=02003=01002=01°030030°03...,

:(1,2,3)—(3,1,2),05 =03002 =0200] =01 °03...

. 8(01)=8(02) =&(03) =—1,8(00) =&(04) =E(05) =1
. B=(A34A;), C=(A2A3A;), etdetB=—det(A; A2 A3) = —det A, detC = —detB = det A.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.13

Reprenez la table écrite dans le TD1, les résultats de I'exercice précédent et vérifiez que :

e(r) = -1
€(ojoaj) = eloje(oj);
e@™) = elo);
det(Ay,; (1), As;2), As;3) = €(o;)detApouri=24.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.14

Le déterminant de A est égal a:

a1 az2ass —a11a324as3 +az1432413 —a21412033 +a31412423 —A31422013
8 ) 8 ) N i N ) NG NS
Agy(1)100((2)200((3)3 —Ao,(1)100,(2)2%,3)3 Tag,1)1--- —Ags(1)1 - -- +ag;1)1--- —Ag,(1)1 ---

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.15

1 0 3

2 4 3 = 4' ’:—32;
3 01

1 2 3 3

4 5 7 = —3' 7‘215.
0 3 0

Pour le premier déterminant on a développé suivant la 2e colonne, pour le deuxieme déterminant on a développé selon
la 3e ligne.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.16

1¢ étape : C; — C; + C, + C3 : on remplace la 1¢ colonne par somme : (la 1¢ + la 2¢ +la 39).
2¢ étape : on factorise 6 dans la 1¢ colonne.

3¢ étape : L, — L, — L : on remplace la 2¢ ligne par différence : (la 2° - 1a 19).

4°¢ étape : on développe suivant la 2¢ ligne.

5¢ étape : on calcule le déterminant 2 x 2.

1 -1 -1 -1 -1 -1

2 -1
-1 2 -1|=| 0 2 -1 =—‘_1 5 ‘:—3.
-1 -1 2 0 -1 2

On a effectué C; — C; + C, + C3 puis le développement par rapport a la 1° colonne.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 6 1 3 6

1 3 6 10 01 3 6 4
I P L E L R P D
1 5 15 35 01 5 15

Onaeffectué Ly —» Ly — L3, L3 — L3 —Ly, Ly — Ly, — L.
Puis on a développé selon la 1¢ colonne.

Puis on a effectué Lg — L3 — Ly, Ly — Ly, — L.

Puis on a développé selon la 1¢ colonne.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.17

det AB = detBA = det AdetB.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

4 2 3
On avu dans I'Exercice A.1.1que| 0 1 2 |=4#0,donc lafamille est libre.
4 1 2
1 2 0
Pour la deuxieme famille, on trouveque | 1 3 1 |=0, donc cette famille est liée.
1 1 -1

(On a utilisé la base canonique de R3).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.19

D’apres le théoreme 3.2.2, les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(dy,ds,...,d,) estune base de E < det(dy, do,...,ad,) Z0.
Donc leurs négations sont équivalentes aussi :
(dy, do, ..., dn) N'est pas une base de E < det(dy, da, ..., dn) = 0.

Or, dans un espace de dimension 7, une famille de n vecteurs qui n’est pas une base est une famille liée, d’ot1 le résultat.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.20

La premiere matrice est inversible car son déterminant vaut 4 donc il est différent de 0, la deuxieme n’est pas inversible
car son déterminant est nul.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.21

Si A et B sont inversibles, alors det A # 0 et det B # 0 donc det AB # 0 : AB est inversible.
Si 'une des matrices n’est pas inversible son déterminant est nul, donc le produit des déterminants est nul, donc le
déterminant du produit AB est nul, donc AB n’est pas inversible.

Retour a I'exercice a



La matrice de la rotation est

son déterminant est égal a 1.

Solution de I'exercice A.1.22

cosf 0 sin6
0 1 0 ,
—sinf@ 0 cosf

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.23

1. On peut utiliser la proposition du paragraphe “Rang ”. On calcule les 4 déterminants 3 x 3 extraits de la matrice

1 2 1
2 2
X1X2X3) =
(X1 X2X3) 5 6 4
1 -2 0
I1s sont tous nuls :
1 2 1 1 2 1 3 2 2 1 2 1
3 2 2|=|5 6 4|=(5 6 4|=(3 2 2|=0,
5 6 4 1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0
donc la famille n’est pas libre. Ce résultat aurait été obtenu (avec moins de calculs) en écrivant le systeme :
ay +2a, +az3 =0
- - - - 3a; +2az +2a3 =0 a; +2a, +az =0 a1 =2ay
I A =0& <
@141+ Qz e T A313 5a;7 +6a, +4a3 =0 a; —2ap =0 as =-—4a
a —2012 =0

2. On voit que (X; X X3) = AT donc ces 2 matrices ont le méme rang, or le rang de X est strictement inférieur a 3

d’apres la question précédente. de plus on constate immédiatement que # 0 donc le rang de X (donc de

1
3 2

A) estégal a2.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.24

— Avec les formules de Cramer on obtient :
detA=4,A1=8,A2 =4,A3=—4,doux;=2,x,=1,x3=—-1
Par la méthode d’élimination de gauss décrite en TD on obtient :

2X1 +3x, +4x3 =3 2x1 +3xp +4x3 =3 2x1 +3xp +4x3 =3
—2X1 —2Xp —2x3 =-4 — X2 +2x3 =-1 < X2 +2x3 =-1
2x1 +5x, +10x3 =-1 2Xo +6x3 =-4 +2x3 =-2

Celadonne x3=-1, x, =1, x; = 2.

— On obtient det A = 0, dont on ne peut pas d’utiliser les formules de Cramer, du moins pour le systeme de 3 équa-
tions (on pourrait résoudre les 2 premieres par les formules de Cramer en considérant par exemple x3 comme
un parametre au second membre, on obtiendrait x; et x» en fonction de x3 et il faudrait vérifier si les solutions
trouvées vérifient la 3¢ équation).

Par la méthode d’élimination de Gauss, on obtient :

X +2x7 +3x =1

! 2 3 X1 +2xp +3x3 =1 Xp = —2x3+2
2x1  2Xxp 2x3 =-2 2y dxe =4 — o = a3
x1 +dx, +7x3 =5 2 5 = L=

C’est plus simple!

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.25

On peut montrer que les 4 matrices 3 x 3 extraites ne sont pas inversibles ou montrer que les 3 colonnes sont liées : on

. P . R . A I 1 ASbE
en déduit que le rang de A est inférieur strictement a 3. On voit immédiatement que 1 2 ‘ # 0, on en déduit que le

rang de A est supérieur ou égala2. D'our =2

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.26

La dimension du noyau de A estégalea3—r =1

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.27

P
Revoir les définitions de A, A*, x* et vérifier que Z xjAj=A*x".
j=1

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.28

A A < 1 Xy +Xx = 1 -x .
Onrésout A*x* =b— Z’.’_ 1%jAj c’est-a-dire, ! 2 3 On obtient
IS X1 +2xp, = -1 X3
X2 = ZJC3 -2
X1 = —-3x3 +3

Il reste a vérifier si ces expressions vérifient les 2 derniéres équations. La réponse est oui avec b, non avec b’, donc le
systeme Ax = b’ n’a pas de solution.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.29

On voit apres la premiere étape de la méthode de Gauss que I’on obtient 2 équations incompatibles, a savoir —x,+2x3 = 2
et —x, +2x3 = 3. Le systéme n’a pas de solution.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.30

2x1 +x, +2x3 = 1 2x1 +xp +2x3 = 1 2x1 +Xxp +2x3 = 1
4x; +3xp +7x3 = 0 — X2 +3x3 = -2 Xo +3x3 = -2
—2x1 +x +3x3 = 0 +2xp +5x3 = 1 —-Xx3 = 5

Onadonc:x;=-1,x,=13,x3=-5
Pour obtenir la 2¢ colonne il suffit de changer le second membre : on prend I, et pour la 3¢ on prend Is. Tous les calculs
ne sont pas a refaire, les coefficients de x;, x», x3 au cours des étapes restent les mémes.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.31

1 7 -4 1
On obtient aprés calcul: A= — [ —-11 10 4
13 5 -1 -3

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.1

Voir le paragraphe “Déterminant-définition par récurrence”.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.2

Voir le paragraphe “Formes multilinéaires”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.2

Dans le cas i) = €3, lip = &, on retrouve x; y» — X2 1.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe “Déterminant et colonnes”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.3

Essayer de construire des matrices qui ont le méme déterminant que A.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.3

Si une colonne est nulle, si 2 colonnes sont égales. ..

Retour a I'exercice a



Aide 4, Exercice A.2.3

Pour la 3¢ matrice, on peut remarquer que toutes ses colonnes peuvent s’exprimer a I’aide de 3 vecteurs colonnes que
'on déterminera.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe “Déterminant-définition par récurrence”.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.4

Il est facile de vérifier qu'une matrice est I'inverse d'une autre.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.4

Effectuer le produit : a cette occasion se familiariser avec la multiplication par blocs.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe “Déterminant et colonnes”.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe “Déterminant et base”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.4

Sidet M =0, que dire sur les colonnes de M ?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4, Exercice A.2.4

Montrer que les colonnes de A sont liées.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 4, Exercice A.2.4

SidetN =0, que dire des lignes de N ?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.4

Ecrire AT : faire attention a bien transposer les blocs et les matrices des blocs. ..
Bien noter la taille des blocs.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 6, Exercice A.2.4

Attention : le produit matriciel n'est pas commutatif. ..

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 7, Exercice A.2.4

Commencer par montrer que A est inversible.
Pour construire I'inverse : un peu de perspicacité! Utiliser la question précédente...

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 7, Exercice A.2.4

Chercher A™! sous la forme d’'une matrice triangulaire inférieure par blocs.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 7, Exercice A.2.4

X Opm

v 7 ), et poser le systéme par blocs que doit vérifier A~! pour calculer les

Chercher I'inverse sous la forme A~! = (

matrices X, Y et Z.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.4

Ol,m

M ), d’oty, en calculant le déterminant par

1. Démontrons ce résultat par récurrence. Pour n =1, ona A = (

rapport a la premiére ligne, nous obtenons :
m+1

detA= Z (—1)j+1d1j detA|1,j| =detA;,;; =detM.
j=1

In+1 0n+1,m

B M ) ol B € My, n+1- En développant le

Supposons que det A = det M pour n = 1 et considérons A’ = (
déterminant de A’ par rapport a la premiére ligne, nous obtenons :

/ R j+1 / I In Opm
= —1)/ . = — ) —
detA = j§:1 1)/ aijdetA), ; =detA | = det( B M ) =detM,

en utilisant 'hypothese de récurrence pour la derniere égalité (B = (B; ... B,) € My, ). Dol le résultat par récur-

I}‘l On,m

rence.
2. On pose C = ( 0 M- ) Les blocs de A et C ayant des dimensions compatibles, il est facile de voir que
m,n

- — tn+m»

2+0,m0mn  In0pm+0p M1
B I,

AC= ( BI,+MO0,,,  BOpp,+MM™

doncC=A"1.
3. On procede comme au 1., mais en développant le calcul du déterminant par rapport a la derniere colonne :

n+m )
detA= Z (—1)n+m+]ajn+m detAlj,n+m| = detAjptm,n+m-

Jj=1



4. (a) SidetM =0, alors Ker M # {0}, d’'ouI'existence d'un Y € .4/, non nul tel que MY =0.

0 NO,;1+0 Y
Soit X = ( ;’1 ) € Mpim1, alors X # 0 et AX = ( B(’)“ +]’\1/I"; ) = 0,4m,1, donc Ker A # {0} et on conclut
n,1
ue det A = 0. De méme si det N = 0, alors det NT = 0, il existe un Y # 0 dans My tel que NTy =o.
q , q
NTy +BTo
3 —_ T —_— mrl —_ T T_
SoHX—( O )Eﬂmm'l,alorsX;ﬁOetA X—( Om,nY+MTOm,1 )—O,Hm,l,doncKerA # {0} etdetA’ =
det A =0.
_ N Opm I, 0n,m _ N On,m
®) A‘( B I, )( Omn M )‘( B M )’donc
In On,m

detAzdet( N Onm )xdet(

) =detN xdetM (d’apresl.et3.).
B I,

Omn M

NT 0pm

), doncdet AT =det NT det MT (d’apres 4.(b)), et il vient det A = det Ndet M.

6. Il vient

( N Oum )( X Opm )_( NX+0,mY NOum+0pmZ )

NX  Opm
B M Y Z BX+MY  BO,ga+MZ

BX+MY MZ |

7. Notons tout d’abord que si N et M sont inversibles, alors il en va de méme pour A, puisque det A = det N det M # 0.

. X 0 . a
On cherche I'inverse de A sous la formeDz( . an ).L’equatlon AD = I, s’écrit par blocs
NX 0 I, 0 ONX _ én X = N7
AD = Iy <= i I B e M =0z = MY
e BX+MY MZ ) ( Omn Im BX+MY = O, L
: ) Y = -M BN -,
MZ = I,

ol on note que Y est bien une matrice de .4, ,,. Ce systeme admet donc bien une unique solution et I'inverse de



A est bien triangulaire inférieure par blocs et vaut

N1 0,m

Al = )
-M7'BN1 M

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.5

Bien s(ir, on aurait pu traiter cet exercice a l'issue du Chapitre 1 : on aurait alors montré que la famille (p, p’, p”, p®, p(‘”)
est libre, et, puisque la dimension de Ry[X] est 5, on aurait conclu que (p, p', p”, p®, p™¥) est une base de R4 [X].
Trouver maintenant une autre démonstration en utilisant les déterminants.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Exercice A.2.5

Voir le paragraphe “Déterminant et base”.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.5

Que vaut le déterminant de la matrice

ap a) 2ap 6as; 24ay
a) 26{2 6d3 24 ay 0
A=| a» 3asz 12a, 0 0
as 4ay 0 0 0
a 0 0 0 0

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.6

Vous pouvez bien str utiliser le paragraphe “Déterminant-définition par récurrence”, mais il est plus rapide de construire
des matrices plus simples qui ont le méme déterminant que A.
Voir le paragraphe “Déterminants - calcul pratique”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.6

Revoir par exemple les calculs effectués dans ’Exercice A.1.15

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.6

Calculer AM.
Montrer que chacune des colonnes de AM est proportionnelle a la colonne correspondante de M.
Que vaut

det(ay My ax My azMs ayMy) 2

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.6

det(ay My ax My asMs aysMy) = ayasazasdet M.

Pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.6

Si on montre que
detAM = adet M,

peut-on en déduire la valeur de det A?

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.6

Sidet AM = adetM, et si det M # 0, on en déduit que det A = a.
La valeur exacte de det M est donc peu importante, ce qui est indispensable par contre c’est que det M ne soit pas nul.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.7

Voir le paragraphe “Déterminant et base”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.7

Calculer le déterminant de la facon la plus économique possible.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.7

Voir le paragraphe “Déterminant et base”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.7

11 suffit de calculer le déterminant de la matrice

™ =
S 7

o ~

Pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.8

Que vaut det(— M) ?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.9

-1 2 -1
A= 1 -4 2 |.
-2 -2 2

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.9

La méthode de Gauss telle qu’elle est présentée ici peut étre programmeée. Respectez 1’algorithme proposé.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.9

Voir le paragraphe “Déterminant et colonnes”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.9

Comment construit-on la nouvelle matrice ?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.9

Quelle est 'expression des lignes de la nouvelle matrice (en fonction des anciennes) ?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.9

La matrice du dernier systeme obtenu par Gauss est triangulaire, son déterminant est donc immeédiat a calculer.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.10

Poser le probleme.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.10

On cherche I'équation sous la forme y = p(x) = ax? + bx + c.
Les coefficients a, b, c doivent vérifier
p(=1D) =2, p(1)= -4, p(2) =8.

Résoudre le systeme obtenu.

Retour a I'exercice a



Ona:

Aide 3, Exercice A.2.10

a—-b+c = 2
at+b+c = -4
4a+2b+c = 8

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.11

On obtient le systeme :

X1 +Xxo +(1—-2a)x3 =2(1+a)
2(0+a)x +1+2a+2a®)x3 =-2(1+a)® |.
2a(1 —a)xs =2(1+a)a

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.11

Revoir la question 4 de I'Exercice A.2.9.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.11

On résout le systeme triangulaire équivalenta Ax = b.
Bien stir, on résout la troisiéeme équation, puis la deuxieme, puis la premiere.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.11

Ecrire les systémes particuliers obtenus quand det A = 0 et discuter.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.11

Avant d’avoir résolu le systeme est-il possible de prévoir sil’ensemble des solutions de Ax = b est un espace vectoriel ?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.11

Voir le paragraphe “Cramer - solution d'un systeme linéaire”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.11

Est-il possible d’utiliser Cramer pour résoudre Ax = b lorsque detA=0?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.12

Voir le paragraphe “Inverse de A par Cramer”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.12
Localiser 1, j et j? sur un cercle trigonométrique et en donner la partie réelle et la partie imaginaire. Se rappeler les
propriétés des racines cubiques de I'unité :

=1 1+j+ji=0, ji=j=j

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2a, Exercice A.2.12

Voir le paragraphe “Cramer - solution d'un systeme linéaire”.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2b, Exercice A.2.12

Pour trouver une condition nécessaire et suffisante pour que x, X, x3 soient réels, raisonner par équivalence. Ne pas
oublier que la somme de réels est réelle. ..

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.12

Ax=b < x=A"lb.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.13

Pour la premiere matrice, le systeme admet une solution unique si et seulement si les coefficients a; sont tous non nuls.
Cette solution est

n
n = &
an
Yn-1
X2 =
4 an-1
1
- U
ai

dou AL
Pour la deuxiéme matrice, le systtme Ax = y admet toujours une solution unique. Cette solution est :

X1 = Y1—=)2
Xn-1 = Yn-1—VYn ,
Xn = Yn

dou AL

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.14

Voir le paragraphe “Rang ”.
Pourquoi peut-on dire (quasiment sans calculs) que 2 < r < 3?2

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.14

Calculer le déterminant d’'une matrice 3 x 3 extraite.
Si ce déterminant est nul, peut-on conclure?
Si ce déterminant n’est pas nul, peut-on conclure ?

Retour a I'exercice A



Aide 3, Exercice A.2.14

"Explorer" toutes les matrices tant que 'on n’a pas pu conclure.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Exercice A.2.14

On aurait pu avoir une autre approche des le début et chercher la dimension de Ker A.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.15

Caculer AB et BA.

Retour a I'exercice a



Quel est le rang de ces matrices?

Aide 2, Exercice A.2.15

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.16

On résout Ax = 0 par la méthode de Gauss, voir 'Exercice A.2.9

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1a, Exercice A.2.16

2
xeKerA < x:a( 5 ),aEIR{.
11

Quelle est la dimension de Ker A?

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1a, Exercice A.2.16

La dimension de Ker A vaut 1, en déduire le rang de A : voir le Chapitre 2.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 1a, Exercice A.2.16

rangA=3-1=2.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.16

Résoudre Ax = b par la méthode de Gauss.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1b, Exercice A.2.16

On obtient
4
11 2
X = __1 +al 5 |.
11 11
0

Est-ce plausible?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1b, Exercice A.2.16

est une solution particuliere x,, on retrouve que x — x, € Ker A.

o gllels

Attention : vos calculs ne vous ont peut étre pas conduit a la méme solution particuliere, mais dans tous les cas votre
solution x doit s’écrire x, + Xp ou x;, est une solution particuliere du systtme Ax = b et ou xo appartient a Ker A.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1c, Exercice A.2.16

Résoudre Ax = b par la méthode de Gauss.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1c, Exercice A.2.16

Montrer qu'il n’existe pas de solution.
On en déduit que b ¢ Im A.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.16

Utiliser la méme démarche que dans la question 1). On trouve que le rang de A vaut 3.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.16

Avant d’aborder les questions (b) et (c), on peut prévoir que Ax = b a une solution unique ou aucune solution (il n'y aura
pas une infinité de solutions). Pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.16

Montrer que, ici, si Ax = b admet au moins une solution cette solution est forcément unique. Pour cela on suppose qu’il
existe 2 solutions et on montre que ce sont les mémes en utilisant ce que I’on vient de montrer sur Ker A.
Pour résoudre effectivement, on utilise la méthode de Gauss.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.16

Utiliser la méme démarche que dans la question 1). On trouve que le rang de A vaut 3.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.16

Avant d’aborder les questions (b) et (c), on peut prévoir que le systeme Ax = b aura toujours une infinité de solutions
(pour tout b). Pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.16

Le rang de A vaut 3, donc Im A = .43, donc la famille (A;, Ay, A3, A4) est une famille génératrice de .43, donc tout
vecteur b se décompose en
b=a1A;+azAs+ a3Asz + asA,.
a1
a2

as
a4

En déduire que le systeme Ax = b admet pour solution x =

Pour résoudre effectivement, utiliser la méthode de Gauss.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.16

Utiliser la méme démarche que dans la question 1). On trouve que le rang de A vaut 2.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.16

Avant d’aborder les questions (b) et (c), on peut prévoir que Ax = b a une infinité de solutions ou aucune solution (il n'y
aura pas de solution unique). Pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4, Exercice A.2.16

Si b eIm A, il y a une infinité de solutions (car Ker A est de dimension 2).
Si b¢Im A, il n'y a pas de solutions.
Pour résoudre effectivement, on utilise la méthode de Gauss.

Retour a I'exercice A
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