Exercices du chapitre 3 avec corrigé succinct

Exercice I11.1 Ch3-Exercice 1 : calculs de déterminants par la définition
Calculer les déterminants suivants :

4 2 3 4 2 3 4 3 2 1 2 2 4 2 3A
a c¢ 3a ¢
bd,’gbd,034,012,021,311,012/1
0 0 5 4 1 2 4 2 1 4 1 1 4 1 2A
Solution :
a ¢
b d = ad-bc;
3a c¢
'3bd = 3(ad-bc);
4 0 O
2 3 0 = 4x3x5;
3 4 5
4 2 3 4 3 2
01 2 = —|0 2 1| =4;
4 1 2 4 2 1
1 2 2
3 1 1 = 0;
4 1 1
2 31
1 221 = 4A
1 21

Exercice II1.2 Ch3-Exercice 2 : det : matrice triangulaire inf., diagonale, conjuguée

1. — Considérons une matrice A € .#y ;, triangulaire inférieure (a;; = 0 pour i < j), en utilisant la défini-
n

tion du déterminant montrer que det A = [ | a;;.
i=1
— En déduire que :

n
— pour les matrices diagonales (a;; = 0 pour i # j) on a aussi det A = 1_[ aii,
i=1
— la matrice identité a pour déterminant det7 = 1.

2. Si A estla matrice dont les termes sont les conjugués de ceux de A, alors det A = det A.

4 0 0

Solution : Dans I'exercice précédent on a vu que le déterminantde | 2 3 0

3 4 5

se généralise tres facilement a une matrice triangulaire inférieure quelconque (on peut faire un raisonnement
par récurrence). Evidemment on en déduit les résultats sur les matrices diagonales et sur la matrice identité.
Il est évident en utilisant la définition que det A = det A. On utilise en particulier les propriétés bien connues

sur les complexes conjugués a savoir, le conjugué d'une somme est la somme des conjugués, le conjugué
d’un produit est le produit des conjugués.

était égal 4 * 3 * 5. Le résultat




Exercice I11.3 Ch3-Exercice 3 : déterminant d’'une base

Si (€1, &, ...,8,) sont les vecteurs de la base & de référence, montrer que
det(éq, és,..., En) =1.

Solution : det(éy,é,...,é,) =detI=1

Exercice I11.4 Ch3-Exercice 4 : déterminant de polynomes

1. L'espace vectoriel K,[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2 est muni de la base canonique
(po, p1, p2) considérée comme base de référence. On définit les polynoémes p, g, r par

p(t) =32 +6t+4, q)=t>+2t-1, r(t)=—-1>+41+2,

calculer det(p, q, 7).

2. On définit g; (f) = 2t — 1. On choisit maintenant comme base de référence la base (py, g1, p2), calculer

det(p, q,1).
Solution :
1.
4 -1 2
det(p,q,r)=| 6 2 4 |=-42.
3 1 -1

2. Apres identification, on obtient les composantes de p, g, r sur la base (po, g1, p2),

p=3p2+3q1+7po, g=p2+q1, r =—p2+2q1 +4po,

etil vient
7 0 4
det(p,q,r)={3 1 2 |=-21
3 1 -1

Exercice I11.5 Ch3-Exercice 5 : det multilinéaire : additivité par rapport a une colonne
A partir de la définition du déterminant par récurrence, démontrer I’égalité suivante :

det(A4y,...,A_1,B+C, Apy1,...,Ay) = det(Ay,...,Ar_1,B, Ags1,..., An) +
det(Aly---)Ak—l) C, Ak+1)---yAn)-

Solution : La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de la matrice :
— pour n =1, c'est évident.
— Supposons la propriété vraie a I'ordre n— 1.
Soit Ay, Az, ..., Ak—1,Ak+1,---» An, B,C € My,1. On note

A = (Al,..., A1, B+C, Ags1y..., An),
B = (Ay,...,Ar_1,B, Ags1,..., Ap),
C = (A,..., A-1,C, Aps1, ..., Ap).

La définition du déterminant donne :

detA=Y (-1 ayjdetAp, i+ (=D *(by +c1) det Ay g
j#k

En effet a;; = a;j pour j # k et di = by + c1.



Pour j # k, la matrice A|1,j| € M -1 n—1 donc, par hypothese de récurrence, on a

detA\l,jl = det]§|1,j| +det C|1,j|.

De plus
detB = Y (1) ay;detBj +(~1)' b det By g,
j#k
detC = Y (D" ay;detCyj + (-1 e det Gy -
j7k

1l suffit maintenant de remarquer que les matrices A x|, Bj1 k), Cj1,¢ sont identiques, donc elles ont le
méme déterminant. On obtient alors le résultat :

det A=detB +detC.

Exercice I11.6 Ch3-Exercice 6 : déterminant nul si colonne nulle
Montrer que si A a une colonne nulle, alors det A = 0.

Solution : Sila colonne Ay de A est nulle, si on note B la matrice dont les colonnes sont
Ay, Az, .., Ak—1,—Agy Aks1, .-, Ap, on adet B = —det A a cause de la linéarité, d’autre part A= B donc
det A=detB donc det A= —det Adonc det A=0.

Exercice I11.7 Ch3-Exercice 7 : déterminant de (1A)
Démontrer la proposition suivante : Si A € 4, », A €K, alors (detAA) = 1" det A.

Solution : det(1A) =det(AA;AAy... A,) = Adet(AjAAs ... AA,) = A2det(A1 AsAAs... AA,) =
A det(A; ArAs... A,) = A" det(A)

Exercice I11.8 Ch3-Exercice 8 : déterminants avec colonnes adjacentes

Reprendre les exemples de 'Exercice A.1.1 et illustrer les résultats du paragraphaphe “Déterminant et co-
lonnes adjacentes”.

Exercice I11.9 Ch3-Exercice 9 : déterminants avec permutations de colonnes

Soit C une matrice appartenant a .43 3, on note d = det(C). Exprimer a 'aide de d les déterminants suivants :
det(C,C3C,), det(C5C,Cy), det(C,C, C3), det(C,C3C) et det(C3C; Cy).

Solution : det(C;C3C,) = det(C3C>Cy) = det(C,C;C3) = —d (un échange).
det(C,C3Cy) = —det(C2C1C3) = d (2 échanges).
De méme det(C3C;Cy) =d.

Exercice I11.10 Ch3-Exercice 10 : déterminant avec combinaisons de colonnes
Soient C et B deux matrices appartenant a .#3 3. On se donne des scalaires (y;;); j=1,23, tels que

3 3
Ci=) yiBi, Co=) yj2Bj, C3=) V3B

3
i=1 j=1 k=1

On note d = detB
1. Déterminer det(B;B,C3) et det(B1B3C3) en fonction de d.



En déduire det(B; C»C3) en fonction de d.
Calculer de facon similaire det(B, C,Cs3) et det(B3C,C3).

En déduire que det(C, C2C3) = Adet(B; B2 Bs) ol A est un coefficient a déterminer.

ARl N

Lorsque B = I, quels sont les termes de la matrice C? Vérifier que le résultat trouvé précédemment est
correct.

Solution :
1. det(B1B2C3)4 = i Y3 det(B1B2By) = v33d,
det(B1B3C3) = Y];;het(Bl»&Bz) =—Y23d.
2. det(B1C2C3) =y22det(By B2C3) + Y32 det(B1 B3C3) = (Y22Y33 —Y32Y23)d.
3. det(B2C2C3) = (y32Y13 — Y12Y33)d , det(B3C2C3) = (Y1223 — Y22Y13)d.
4. det(CyC2C3) = y11det(B; C2C3) + 721 det(B2Co Cs) +v31 det(B3C2C3) = Ad avec

A =7Y11Y22Y33 = Y11Y32Y23 + Y21Y32Y13 — Y21Y12Y33 + ¥31Y12Y23 — ¥31Y22Y13-
5. SiB=1,d=1onadoncdetC = A.

Yii Y12 Y3
Dans ce cas les termes de la matrice C sont alorsles y;j, onadoncdetC=| y21 Y22 Y23
Y31 Y32 V33

On retrouve bien detC = A.

Exercice I11.11 Ch3-Exercice 11 : transposition = involution

Soit T une transposition sur .#,. Montrer que 7! = 7.

(On dit alors que 7 est une involution.)

Exercice I11.12 Ch3-Exercice 12 : permutation = composée de transpositions
1. Montrer que 3 des 6 permutations de .5 sont des transpositions, on notera ces transpositions o1, 03, 03.

2. Onnote 0y, 04,05 les 3 autres permutations. Pour chacune d’elles, montrer qu’elle peut s’écrire comme
composée de transpositions et ceci de plusieurs manieres différentes : trouver a chaque fois au moins
deux décompositions.

3. Quelle est la signature de chacune des permutations?

4. Soit A€ My, ,, on définit les matrices B et C par

B =(As,1), Ac,2)) A0,3), C=(As,1) Asy2) Ac,3))-
Exprimer det B, detC a l'aide de det A.

Solution :
1. 07 : (1,2,3)—(1,3,2), 02 :(1,2,3)— (3,2,1), 03 :(1,2,3) — (2,1, 3) sont des transpositions.
2. 09 :(1,2,3)—(1,2,3),00=02002 =03002 007 ° 03, entre autres!
04 :(1,2,3)—(2,3,1),04=02003=01002=01003003002...,
O5 2(1,2,3)'—’(3,1,2),0520’300220200120’100’3...
3. 8(01)=8(02) =E(03)=-1,8(00) =E(04) =E(05) =1
4. B=(A3A2A;), C=(AsA3A;),etdetB =—det(A; AxA3) = —det A, detC = —detB = det A.




Exercice I11.13 Ch3-Exercice 13 : signature de permutations sur .#3
Dans le cas particulier n = 3, vérifier les propriétés suivantes :

1. Si T est une transposition, €(7) = —1.

2. €(01002) =€(01)e(02), VO1,02 €. F.

3. e(c™ ) =¢(0), Vo €F.

4. det(Ag), .- Aomy) =€(0) det (A, ..., Ap).

Solution : Reprenez la table écrite dans le TD1, les résultats de |'exercice précédent et vérifiez que :

e(r) = -1;
€(gjoaj) = eloye(o));
e@™) = elo);
det(Ag; 1), As;2), Ac;3)) = e€(o;)detApouri=24.

Exercice I11.14 Ch3-Exercice 14 : déterminant par les permutations (n = 3)
Soit A € 433, vérifier que'on a:

detA= Z e(o) Ag1)185(2)2--- Ag(j)j --- Ao (m)n-
oeSy

Solution : Le déterminant de A estégala:

a1 dp2ass —a11ds24az3 +tdadp1a32a13 —0az1412033 +d4d31412023 —Ad310220413
N ) N ) NGl Nl N N ARl
Aoy(1)1A0((2)200,(3)3 —Ao,(1)140,(2)2%0,3)3 tag,(1)1--- —Ags(1)1 --- tag,1)1--- —Ag,(1)1 ---

Exercice I11.15 Ch3-Exercice 15 : calculs pratiques de déterminants 3 x 3
1 0 3 1 2 3
Calculer les déterminants suivants: | 2 4 3

|4 5
3 01 0 3

7
0

Solution :

w N O O

OB = WN
O N W = W W

Pour le premier déterminant on a développé suivant la 2e colonne, pour le deuxieme déterminant on a
développé selon la 3e ligne.

Exercice I11.16 Ch3-Exercice 16 : calculs pratiques de déterminants

1 2 3
1. On peut calculer le déterminant | 3 2 1 |en effectuant les étapes:
2 1 3
1 2 3 6 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
321:621:6121:600—2:12‘11‘:—12.
21 3 6 1 3 1 1 3 1 1 3

Pour chacune des étapes précédentes, citer la régle permettant d’obtenir I'égalité.



1 2 4
L N P 2 10
2. Calculer les déterminants suivants: | -1 2 -1 |, 1 4 10 20
-1 -1 2
1 5 15 35
Solution :
1. — 1¢étape: C; — C; + C» + C3 : on remplace la 1° colonne par somme : (la 1¢ + la 2¢ +la 3°).

— 2¢ étape : on factorise 6 dans la 1¢ colonne.

— 3¢étape: L, — Ly, — L; : on remplace la 2° ligne par différence : (la 2¢ - 1a 19).
— 4° étape : on développe suivant la 2° ligne.

— 5¢ étape : on calcule le déterminant 2 x 2.

1 -1 -1 -1 -1 -1

2.—|-1 2 -1|=[ 0 2 -1 :—’ _21 _21 ‘:—3.
-1 -1 2 0o -1 2
On a effectué C; — C; + C, + C3 puis le développement par rapport a la 1¢ colonne.
1 2 3 4 1 2 3 4
_1361020136212160:(1)?22‘14‘:1.
1 4 10 20 01 4 10 1 5 15 01 5 5
1 5 15 35 01 5 15

Onaeffectué Ly — Ly — L3, L3 — L3 — Ly, Ly — Ly — L.
Puis on a développé selon la 1¢ colonne.

Puis on a effectué L3 — L3 — Ly, Ly — Ly — L.

Puis on a développé selon la 1¢ colonne.

Exercice I11.17 Ch3-Exercice 17 : déterminant de AB etde BA

Soient A et B deux matrices de .4 ,, montrer que det(AB) = det(B A). Donner un exemple dans lequel AB #
B A et calculer les déterminants de AB et BA.

Solution : det AB =detBA =det AdetB.

Exercice I11.18 Ch3-Exercice 18 : bases par le déterminant
Les familles suivantes sont-elles des bases de R3 :

((4,0,4),(2,1,1),3,2,2))2((1,1,1),(2,3,1),(0,1,-1))2
4 2 3
Solution : On a vu dans I'Exercice A.1.1que| 0 1 2 |=4#0, donc la famille est libre.
4 1 2
1 2 0
Pour la deuxieme famille, on trouveque | 1 3 1 | =0, donc cette famille est liée.
1 1 -1

(On a utilisé la base canonique de R3).

Exercice I11.19 Ch3-Exercice 19 : déterminant nul équivalent a famille liée

Soit E un espace vectoriel de dimension 7, muni d’'une base de référence, et soit (&1, dy, . .., d,) une famille de
vecteurs de E, montrer que

det(dy, dy,...,dy) =0 < (dq, do,...,a,) est une famille liée.



Solution : D’apres le théoréeme 3.2.2, les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(d1, da,...,d,) estune base de E < det(dy, dy,...,d,) Z0.
Donc leurs négations sont équivalentes aussi :
(dy, dy,...,d,) N'est pas une base de E < det(dy, dy, ..., dy) =0.

Or, dans un espace de dimension 7z, une famille de n vecteurs qui n’est pas une base est une famille liée, d’ou
le résultat.

Exercice I11.20 Ch3-Exercice 20 : inversibilité par le déterminant

4 2 3 1 2 0
Lesmatrices| 0 1 2 Jet| 1 3 1 sont-elles inversibles ?
4 1 2 1 1 -1

Solution : La premiere matrice est inversible car son déterminant vaut 4 donc il est différent de 0, la
deuxieéme n’est pas inversible car son déterminant est nul.

Exercice I11.21 Ch3-Exercice 21 : inversibilité du produit de 2 matrices inversibles

Utiliser le déterminant pour montrer que le produit de deux matrices inversibles est une matrice inversible. Si
I'une des deux matrices n’est pas inversible, que peut-on dire du produit?

Solution : Si A et B sont inversibles, alors det A # 0 et det B # 0 donc det AB # 0 : AB est inversible.
Sil'une des matrices n’est pas inversible son déterminant est nul, donc le produit des déterminants est nul,
donc le déterminant du produit AB est nul, donc AB n’est pas inversible.

Exercice I11.22 Ch3-Exercice 22 : déterminant de la rotation dans le plan
Donner le déterminant de la rotation dans I'espace d’angle 6 d’axe Oy.

Solution : La matrice de la rotation est
cosf 0 sinf

0 1 0 R
—sin@ 0 cos6@

son déterminant est égal a 1.

Exercice I11.23 Ch3-Exercice 23 : liberté d'une famille, rang d'une matrice
1. Est-ce-que la famille ((1,3,5,1), (2,2,6,—2),(1,2,4,0)) de vecteurs de R* est libre?

2. Quel est le rang de la matrice

1 3 5 1
A= 2 2 6 -2 |?
1 2 4 0

Solution :



1. On peut utiliser la proposition du paragraphe “Rang ”. On calcule les 4 déterminants 3 x 3 extraits de la
1 2 1

matrice (X; X»X3) =

-
| o
[\
S =N

I1s sont tous nuls :

—

2
6

S &~ N

1
=13 2 2]|=o,
1

w
NS\
N~
Il

— o
N

1 3
4 (=|5
0 1 -2

&)}
(o))
I

donc la famille n’est pas libre. Ce résultat aurait été obtenu (avec moins de calculs) en écrivant le
systeme :

a; +2a, +az =0
3a; +2a, +2a3 =0 @{ a; +2a, +az =0 @{ a1 =2ay
5a7 +6ap, +4a3 =0 a; —2da» =0 as =-4a
a; —2a =0

(11551 + (12552 + (13553 =0

2. Onvoit que (X; X»X3) = AT donc ces 2 matrices ont le méme rang, or le rang de X est strictement

e o . " . 1 I 2
inférieur a 3 d’apres la question précédente. de plus on constate immédiatement que 3 9 ‘ #0

donc le rang de X (donc de A) est égal a 2.

Exercice I11.24 Ch3-Exercice 24 : résolution de systemes carrés par Cramer et Gauss
Résoudre le systeme

2x1  +3xp +4x3 =3

—2x1 —ZJCZ —2.763 =—4

2x1  +5xp +10x3 =-1

en utilisant les formules de Cramer, puis la méthode de Gauss.
Est-il possible de résoudre par les formules de Cramer le systéme suivant :

X1 +2x2 +3x3 =1
2x1 +2xp +2x3 =-2 ?
X1 +4x2 +7Xx3 =5

Si non, utiliser la méthode de Gauss pour le résoudre.

Solution :

— Avec les formules de Cramer on obtient :
detA=4,A1=8,Ay=4,A3=—4,dottx;=2,x,=1,x3=—-1
Par la méthode d’élimination de gauss décrite en TD on obtient :

2Xx1 +3x2 +4x3 =3 2x1 +3x2 +4x3 =3 2x1 +3x2 +4x3 =3

—2X1 —2Xp —2Xx3 =-4 X2 +2x3 =-1 < X2 +2x3 =-1

2x1 +5x, +10x3 =-1 2Xo +6x3 =-4 +2x3 =-2
Celadonne x3=-1,x, =1, x1 =2.

— On obtient det A = 0, dont on ne peut pas d’utiliser les formules de Cramer, du moins pour le systeme
de 3 équations (on pourrait résoudre les 2 premiéres par les formules de Cramer en considérant par
exemple x3 comme un parametre au second membre, on obtiendrait x; et x, en fonction de x3 et il
faudrait vérifier si les solutions trouvées vérifient la 3¢ équation).

Par la méthode d’élimination de Gauss, on obtient :

X1 +2xp +3x3 =1

! 2 3 X1 +2xp +3x3 =1 Xp = —2x3+2
2x1 ZXZ ZJC?, =-2 oy _4x — 4 — X _ xa—3
X1 +4x; +7x3 =5 2 ST e

C’est plus simple!




Exercice I11.25 Ch3-Exercice 25 : rang d’'une matrice 4 x 3

1 1 1
. 1 2 -1
Montrer que le rang de la matrice A = 1 0 3 estr=2.
21 4

Solution : On peut montrer que les 4 matrices 3 x 3 extraites ne sont pas inversibles ou montrer que les 3
colonnes sont liées : on en déduit que le rang de A est inférieur strictement a 3. On voit immédiatement que
1

1 2 # 0, on en déduit que le rang de A est supérieur ou égala2. D’olir =2

Exercice I11.26 Ch3-Exercice 26 : dimension du noyau d'une matrice 4 x 3
Quelle est la dimension de Ker A dans le cas de la matrice de I'Exercice A.1.25

Solution : La dimension du noyaude Aestégalea3—r =1

Exercice II1.27 Ch3-Exercice 27 : systéme rectangulaire homogene : lien entre A et A*
Avec les notations du paragraphe “Systéme linéaire - notation et exemple”, montrer que :

p p
s
Ax=) xjAj=A*x"+ ) xjA;.

j=1 j=r+l1

p
Solution : Revoir les définitions de A, A*, x* et vérifier que ) x;A; = A*x*.
j=1

Exercice I11.28 Ch3-Exercice 28 : résolution d'un systeme rectangulaire 4 x 3

1 1 1 1

e |12 =1 | 1
On définit: A= 1 0 3 etbh= 3
2 1 4 4

Résoudre Ax = b en utilisant la résolution théorique exposée dans le paragraphe “Systéme linéaire inhomo-
geéne - résolution”. On explicitera en particulier les matrices A, A*.

1
R . !
Mémes questions avec pour second membre b’ = 3
5
. , ~ A < 4. X1 + X2 = 1 —X3 .
Solution : On résout A*x* =b-Y" xjAj;, C’'est-a-dire, On obtient
Z]:H'l I X1 +2x = -1 Xx3
X2 = 2x3 -2
X1 = —-3x3 +3

Il reste a vérifier si ces expressions vérifient les 2 derniéres équations. La réponse est oui avec b, non avec b/,
donc le systtme Ax = b’ n’a pas de solution.




Exercice I11.29 Ch3-Exercice 29 : résolution par Gauss d'un systéme 4 x 3
Utiliser la méthode d’élimination de Gauss pour résoudre Ax = b avec

1 1

-1
etbh=

N —= —= =
— o N =

4 5

Solution : On voit apres la premiére étape de la méthode de Gauss que 'on obtient 2 équations
incompatibles, a savoir —x, + 2x3 = 2 et —x» + 2x3 = 3. Le systéme n’a pas de solution.

Exercice I11.30 Ch3-Exercice 30 : inverse par résolution de systeme par Gauss
Utiliser la résolution d’un systéme linéaire pour obtenir la premiére colonne de I'inverse de la matrice A définie

2 1 2
par:A=| 4 3 7
-2 1 3
Comment obtiendrait-on la 2¢ puis la 3¢ colonne, est-il nécessaire de refaire tous les calculs?
Solution :
2x1 +x, +2x3 = 1 2x1 +xp2 +2x3 = 1 2x1 +xp +2x3 = 1
4x1 +3xp +7x3 = 0 — X2 +3x3 = -2 Xo +3x3 = -2 .
—2x17 +xp +3x3 = 0 +2x, +5x3 = 1 -x3 = 5

Onadonc:x;=-1,x,=13,x3=-5
Pour obtenir la 2¢ colonne il suffit de changer le second membre : on prend I, et pour la 3¢ on prend I5. Tous
les calculs ne sont pas a refaire, les coefficients de x1, x2, x3 au cours des étapes restent les mémes.

Exercice I11.31 Ch3-Exercice 31 : inverse par Cramer (transposée de la co-matrice)

21 2
Calculerl'inversede A=| 1 2 3 en utilisant les co-facteurs.
3 1 -2

1
Solution : On obtient aprés calcul : A™! = - -11 10




