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4.1.1 Valeur et vecteur propres d’'un endomorphisme

Exercices : Exemples :

Exercice A.1.1 Exemple B.1.1
Exercice A.1.2

Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C) de dimension finie.
Soit # un endomorphisme de E.

Dans ce chapitre, on va chercher des bases de E pour lesquelles la matrice associée a u est la plus
simple possible (diagonale, triangulaire). On parlera alors de diagonalisation et trigonalisation.
La notion de vecteur propre permettra d’atteindre ce but.

Remarque : quand E est réduit a {0}, u est 'application nulle et il n’y a rien a faire. On se placera
dorénavant dans le casou dimE = 1.

Définition 4.1.1. A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur y non nul dans E tel que
u) = Ay. 4.1.1)

J est appelé un vecteur propre de u associé a la valeur propre A.

11 est fondamental de préciser “¥ non nul”. En effet, quand 7 = 0, on a u(3) = 0. De plus, pour tout
A€, Ay =0 donc u(y) = Aj(= 0). Donc tout scalaire de K serait valeur propre de .
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Exemple : soit E = F; & F», ou F; et F, sont différents de {0}. T (R T
On définit 'endomorphisme p comme la projection sur F; parallelement a F», alors propres d’'un
endomorphisme
VX € Fy, p(%1) =X, VX € Fp, p(%) =0.
On a donc
— 1 est valeur propre de p et tout vecteur non nul de F) est un vecteur propre associé a cette
valeur propre;
— 0 est valeur propre de p et tout vecteur non nul de F, est un vecteur propre associé a cette
valeur propre.
Concepts
Exemples
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4.1.2 Valeur et vecteur propres d’'une matrice

Exercices : Exemples :

Exercice A.1.3 Exemple B.1.2
Exercice A.1.4

Soit A une matrice carrée de taille n = 1.

Définition 4.1.2. On dit que A € K est une valeur propre de A € 4, ,(K) s'il existe un vecteur
Y ety (K), tel que
AY=AY e Y #O. (4.1.2)

On dit que Y est unvecteur propre associé a la valeur propre A et que (A, Y) est un couple propre
de A.

Montrer en exercice que si Y est vecteur propre de A associé a la valeur propre A,sia e K et a #0,
alors aY est également vecteur propre de A associé a la valeur propre A : les vecteurs propres ne
sont pas uniques.

1 0 0
Exemple:K=R, A=| 0 1 0 |.On cherche les valeurs propres A et les vecteurs propres Y =
0 0O

N
Y2
V3
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La condition (4.1.2) s’écrit y; = Ay1, Y2 =Ay2, 0= Ays. T (R T
On a donc deux familles de couples propres propres d’'une
a matrice
— AMi=letYi=| B |, ouaetfsontdesréels quelconques,
0
0
— A =0etYo=| O [, ouy estunréel quelconque.
Y
Pour que Y; et Y» soient vecteurs propres, donc non nuls, il faut de plus (a, B) # (0,0) ety # 0.
On peut montrer en exercice que les résultats constatés sur I’exemple précédent se généralisent :
— Lesvaleurs propres d'une matrice diagonale sont ses termes diagonaux.
— Anon inversible < 0 est valeur propre de A.
Depuis le début du cours K = R ou K = C. Si les termes de A sont réels, puisque R c C, on peut
considérer A € ./, ,(R) et chercher alors les valeurs et vecteurs propres dans R ou considérer
A€ M, (C) et chercher alors les valeurs et vecteurs propres dans C. Lorsque 'on ne précise pas,
si Ae M, ,(R), on étudiera les valeurs et vecteurs propres réels de A.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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4.1.3 Lien entre valeurs propres d'une matrice et d'un endomorphisme

On vient de définir de facon indépendante les valeurs propres et vecteurs propres d'un endomor-
phisme u € £ (E; E) puis les valeurs propres et les vecteurs propres d'une matrice A.

Si A est une matrice associée a 'endomorphisme u, y a-t-il une relation entre les valeurs propres
et vecteurs propres de I'une et les valeurs propres et vecteurs propres de I'autre?

Proposition 4.1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d'une base&, soitu € £ (E; E)
et soit (A, ) un couple propre de u : u(y) = Ay ety £ 0. Alors

— si A est la matrice associée a u quand on munit E de la base &,

— si Y est le vecteur colonne contenant les composantes de y dans la base &,
alorsona: AY =AY etY #0. Donc (A,Y) est un couple propre de A.

Démonstration — AY est le vecteur colonne contenant les composantes de u(y) dans la base &,
AY est le vecteur colonne contenant les composantes de Ay dans la base &. On a donc AY = 1Y.
De plus 7 # 0, donc Y est un vecteur colonne non nul.

Exemple :
— Si E est un espace vectoriel muni d’'une base (€1, é, €3),
— si 7« est le plan vectoriel engendré par (é;, é2),
— si D est la droite vectorielle engendrée par (€3),
— si u estla projection sur 7 parallelement a D,

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

1 0 0
alors la matrice de u est la matrice A=| 0 1 0 |. On a calculé les valeurs propres et vec-
0 0 O

teurs propres de cette matrice dans le paragraphe “Valeur et vecteur propres d’'une matrice”. On
a trouvé

a 0
M=1Yi=| B |, 22=0, Yo=| 0
0 Y

D’autre part, comme on I'a vu dans I'Exercice A.1.2, les vecteurs du plan sont des vecteurs propres
de u associés ala valeur propre 1 et les vecteurs de la droite sont des vecteurs propres de u associés
a la valeur propre 0. On retrouve bien les mémes valeurs propres et la correspondance entre les
vecteurs propres de Aet u:

— a Y correspond y;, = aé; + é; J; est bien un vecteur du plan 7,

— a Y, correspond j, = yé3; y, est bien un vecteur de la droite D.

<< 9
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4.1.4 Polynome caractéristique

Exercices : Cours :
Exercice A.1.5 Valeur et vecteur propres d'une
matrice

On a vu dans I'exemple B.1.2 que le calcul des valeurs propres se fait en cherchant les valeurs de
A qui annulent le déterminant de la matrice A— A1. D’une facon plus générale, on peut définir :

Définition 4.1.3. On appelle polyndme caractéristique de A le polynéme

Ma(s) = det(sI— A) €K,[X].

Le polynome caractéristique de A est de degré n et, plus précisement, il est de la forme :
Ha(s)=s"+ar1s" T+ ars 2 +...+ap_15s+ay,.

En effet, sI — A est la matrice

S—ai —ai2 —aii —ain
—dyy S—ay ... —dy ... —dypn Concepts
sI—-A=
—al —a;2 e S—aj;; ... —Aain Exemples
Exercices
Documents
—Aanl —ap2 —Aapnj ... S—dann

10 | 4.4
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et donc il est clair que le terme de plus haut degré du déterminant de sI — A est s”. Par ailleurs

an =T14(0) = det(—A) = (-1)" det(A). (4.1.3)

Le calcul des valeurs propres se fait a I’aide de la proposition suivante :

Proposition 4.1.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit valeur propre de A est
qu’elle soit racine du polynome caractéristique, c’est-a-dire :

det(A1 - A) =0. (4.1.4)

Démonstration — C’est immédiat. En effet, si 'on reprend la Définition 4.1.2 on a:

Aestvaleur proprede A < 3JY #0telque (AI-A)Y =0 < Ker(AI - A) # {0}
< (AI- A) n’est pasinversible < det(AI— A) =0.

11 suffit de reprendre les propriétés d'une matrice carrée vues dans les chapitres précédents.
Définition 4.1.4. On dit que A est une valeur propre de A de multiplicité r si A est racine de mul-
tiplicité r du polynome caractéristiqueIl 4.

Lorsque r = 1, on dit que la valeur propre est simple, lorsque r = 2, on dit que la valeur propre est
double, lorsque r = 3, on dit que la valeur propre est triple.

Pratiquement :

Pour déterminer les valeurs propres d’'une matrice, on calcule le polyndme caractéristique

IT4(s) = det(sI — A).

<< 11 | 4.4
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Ses racines A; sont les valeurs propres de la matrice. Il est équivalent de chercher les racines du
polyndéme det(A — sI). Pourquoi?

La recherche des vecteurs propres se fait en résolvant alors le systeme AY; = 1;Y; :

5 2
A‘(z 2)’

s—=5 =2
-2 s=2)

Exemple : soit la matrice

alors
sI—Az(
donc II4(s) =det(sI— A) = (s—5)(s—2)—4=s>—-T7s+6=(s—1)(s—6).

On obtient donc 2 valeurs propres simples réelles 1 = 1 et A = 6. On détermine les vecteurs propres
associés :

— A=1:
_ - 4y1+2y2=0 _ (1
{(;;(;H)Y_O <=>{2J’1+)/2:0 :}{{2_ )2;/1(00) @{ Y—a( —2)
1,2 #(0,0) PoERLT ) @R,
— A=6:
_ _ ~y1+2y2=0 3 (2
{(1;{#0)“)1/_0 P {{1_2{2#(00) = Y_ﬁ(lj
(y1,¥2) #(0,0) Y. y2 ' BeR*.

<< 12 | 4.4
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On constate sur cet exemple toutes les propriétés qui ont été énoncées : IT4 est un polynéme de
degré 2, il existe toujours une infinité de vecteurs propres associés a une valeur propre donnée.

Il est IMPOSSIBLE que le calcul de vecteurs propres conduise a la solution unique y; = y» =0.Si A
est une valeur propre de A, et si les calculs sont corrects, alors on trouve TOUJOURS des vecteurs
non nuls solutions de AY = 1Y.

<< 13
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4.1.5 Valeurs propres et matrices particulieres

Exercices :

Exercice A.1.6
Exercice A.1.7
Exercice A.1.8

Proposition 4.1.3. Si A€ .#,,, est une matrice triangulaire, alors les valeurs propres de A sont les
termes diagonaux de A.

Démontrer cette propriété en exercice.

Proposition 4.1.4.

1. Soit Ae My ,(C). Alors: _
A valeur propre de A < A valeur propre de A (avec la méme multiplicité).

2. Soit A€ Mun[R). Alors :
A valeur propre de A < A valeur propre de A (avec la méme multiplicité).

Démontrer cette propriété en exercice.

Proposition 4.1.5. Si A € My, ,, alors A et AT ont les mémes polynomes caractéristiques et donc
elles ont les mémes valeurs propres avec la méme multiplicité.

14 | 4.4
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Démonstration — On a vu dans le chapitre sur les déterminants que, pour toute matrice B, detB =

Valeurs propres
detBT, on a donc

7 7 et matrices
det(sI — A) =det(sI - A)" =det(sI-A"). particulieres
Les deux matrices A et AT ont le méme polynome caractéristique, elles ont donc les mémes va-

leurs propres avec la méme multiplicité.

Concepts
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4.1.6 Valeurs propres et matrices semblables

Exercices :
Exercice A.1.9

On peut commencer par traiter I’exercice avant de voir sa généralisation.

Proposition 4.1.6. Deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique, donc deux
matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Démonstration — Si A et B sont des matrices semblables, alors il existe une matrice inversible P
telle que B= P~ AP. Or

sI-B=sI-P 'AP=sP7'P-pPtAP=P l(sI- AP

et donc
det(sI-B) = det(P !(sI— A)P)=detP 'det(sI — A)det(P)
1
= To0p det(sI — A)det P =det(sI - A).
Donc Il =1IIp.

Attention! Si A et B sont semblables, elles ont les mémes valeurs propres mais elles n’ont pas les
mémes vecteurs propres.

16 | 4.4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A

En effet, si (A, Y) est un couple propre de A, alors AY =AY, or A= PBP~!, donc

Valeurs propres
1y et matrices
PBP 'Y =Y. (4.1.5) semblables
On multiplie (4.1.5) a gauche par P71 et on obtient
(P HpPBPly =(PHAY < BP 'y =APly.
Sion pose Z = P7ly onaBZ=1Z.
Deplus, Y #0 et P~1inversible, donc Ker P! = {0} et donc Y ¢ Ker P!, ce qui montre que Z # 0.
Donc Z est un vecteur propre de B associé a la valeur propre A (ceci démontre a nouveau que A
est valeur propre de B).
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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4.2.1 Existence et multiplicité des valeurs propres

Exercices :
Exercice A.1.10
Exercice A.1.11

Dans ce paragraphe, K = C. On étudie le cas le plus général des matrices a coefficients complexes.

R < C, donc les matrices a coefficients réels sont des matrices a coefficients complexes. Pour ces
matrices, on étudiera les valeurs propres et vecteurs propres complexes car, comme on 'a vu, les
valeurs propres et vecteurs propres de ces matrices ne sont pas toujours réels (revoir I'exemple
B.1.2 de la rotation).

Les valeurs propres de la matrice A sont les racines du polynéme caractéristique de A. Puisque
K = C, l'existence et le nombre de valeurs propres d’'une matrice est une conséquence du Théo-
réeme de d’Alembert :

Théoreme de d’Alembert - Un polynéme de degré n a coefficients réels ou complexes admet n ra-
cines dans C, chacune de ces racines étant comptée avec sa multiplicité. Concepts

Le polynome I14(s) peut donc s’écrire sous la forme

Exemples

p Exercices

Ma(s)=[]s=20", Documents
i=1

19 | 4.4
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N

ou

Existence et
_ )Ll,/lgt...,'/lp sont les p racines (dans C) distinctes du polynome caractéristique (1; # A; multiplicité des
pour i # j), valeurs propres
— r; estla multiplicité de la racine A;.
p
D’apres le Théoreme de d’Alembert on a Z r; = n. On a donc la proposition suivante :
i=1
Proposition 4.2.1. Si A est une matrice appartenant a 4, ,(C) qui admet p valeurs propres com-
plexes distinctes notées A1, ..., Ay, si l'on note r; la multiplicité de A;, alors
p
Z ri =n.
7=l
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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4.2.2 Valeurs propres, trace et déterminant

Exercices :
Exercice A.1.12

On va maintenant donner une autre facon de noter les valeurs propres.

Prenons un exemple, on suppose que la matrice A € .47 7(C) admet 3 valeurs propres distinctes :
A1 valeur propre double, A, valeur propre simple, A3 valeur propre de multiplicité 4.

Avec les notations précédentes,ona: n=7,p=3,r =2,12=1,r3 =4.
On définit maintenant y; = pp = A1, U3 = A2, Hq = Us = Ug = 7 = A3.
On dit que (u;);=1,. 7 sont les 7 valeurs propres distinctes ou confondues de A.
p n
On a bien str H (s—A)" = H (s— ).
i=1 i=1
Avec la notation précédente, la Proposition 4.2.1 peut s’énoncer :

Une matrice A appartenant a .4, ,(C) admet n valeurs propres complexes distinctes ou confon-
dues (4)i=1,...n-

La relation entre les coefficients d'un polynéme et ses racines donne la proposition :

Proposition 4.2.2. Si A€ 4, ,(C) et sipy,..., Ly Sont ses valeurs propres complexes (distinctes ou
confondues), alors :

21 | 4.4
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— la trace de A est égale a la somme de ses valeurs propres,

Valeurs propres,
@ @ trace et
Tr(A) =) aii=Y i déterminant
i=1 i=1
— le déterminant de A est égal au produit de ses valeurs propres,
n
det(A) = [ ] pi-
i=1
Démonstration —
[a(s) =det(sI— A) = (s— 1) (s — 2) ... (S — Un). 4.2.1)
Le coefficient de s” ! dans det(sI — A) est _2?21 a;; car, dans le calcul du déterminant, seul le
produit des éléments de la diagonale de sI— A donne un terme en s”~!. D’autre part, le coefficient
de s" ! dans (s—p1)(s — pt2) ... (s — pp) est =X, ;.
On a vu dans I'’équation (4.1.3) que I14(0) = (—1)" det(A). D’autre part,
n
[40)=0—p)O0—p2)...(0— ) = (-D" 1_[ Ui, ce qui démontre la deuxiéme propriété.
i=1
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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4.3.1 Définition du sous-espace propre

Exercices :
Exercice A.1.13
Exercice A.1.14

On a vu qu’a une valeur propre on peut associer une infinité de vecteurs propres. Ce résultat peut
étre précisé de la facon suivante :

Proposition 4.3.1. Soit A € 4y, ,(K). Si A € K est une valeur propre de A et si on note V) le sous-
ensemble de M1 (K) défini par

Vi ={Y €y (K) | AY =AY},

alors V) est un sous-espace vectoriel de 4, (K).

Démontrer cette proposition en exercice.

Définition 4.3.1. Si A est une valeur propre de A, on appelle sous-espace propre associé a A le Concepts
sous-espace vectoriel de 4,1 (K), noté V,, défini par :

Vi={Y € Mp (K)| AY = AY} = Ker(A— AI). Exemples

Exercices
Documents
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Le sous-espace propre V) contient les vecteurs propres (non nuls) associés a A et le vecteur nul. A
est une valeur propre de A, donc V) # {0}, donc dim V = 1.

Si u est un endomorphisme de E, si A est une valeur propre de u, on peut également définir le
sous-espace propre associé a 1. On a alors un sous-espace vectoriel de E :

Vy={X€E, uX) =Ax}.

1 0 1
Exemple : Soit la matrice As;=| 0 1 0 [delExerciceA.1.5,alorsona
0 0 2
1 0 1
Vi=Vect(| O |,| 1 |), etVo=Vect(| 0 |).
0 0 1

<< 25
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4.3.2 Somme directe des sous espaces propres

Documents :
Document C.1.1

Proposition 4.3.2. Si Ay, A2,..., A, sont p valeurs propres distinctes d'une matrice A appartenant
aMny etsiYy,Ys,..., Y, sont p vecteurs propres associés, c'est-a-dire AY; = 1;Y; et Y; #0, alors la
famille (Y1, Y,...,Y)) est libre.

Démonstration — Elle se fait par récurrence sur p.
— p =1, il est évident que la famille (Y;) est libre, puisque un vecteur propre est non nul par
définition.
— On suppose que la famille (Y3, Y2, ..., Y),_1) estlibre. On va démontrer par I'absurde que la
famille (Y7, Y2,...,Y)) estlibre.
On suppose que (Y1, Y>,...,Y}) est liée, alors, d’apres le Chapitre 1, Y, est combinaison

linéaire de (Y1, Y2,..., Yp-1),
p-1
V= ) @
i=1
On multiplie par la matrice A, puis on remarque que les vecteurs Y1, Y2,...,Y, sont des
vecteurs propres :
p-1 p-1 p-1 p-1
AYp =) aiAY; <= Ap Y a;Yi= ) aidiV;i <= Y a;i(di—1,)Y; =0.

i=1 i=1 i=1 i=1

26 | 4.4
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Or, la famille (Y1, Y2,...,Y,-1) estlibre, donc S e

d
aj(Ai-Ap)=0 Vi=1,...,p-1. €s sous espaces

propres
Or, les valeurs propres sont toutes distinctes, donc A; — A, # 0 donc «; = 0 pour tout i =
I,...,p—1.0nadonc Y, =0, ce qui impossible puisque Y} est un vecteur propre.
On vient de démontrer par I'absurde que la famille (Y1, Y»,..., Y)) est libre.
Proposition 4.3.3. Si Ay, A2,..., A, sont p valeurs propres distinctes d'une matrice A appartenant
a My, n, alors les sous-espaces vectoriels V) , V), ..., V,lp sont en somme directe.
La démonstration de la proposition précédente est proposée en document.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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4.3.3 Multiplicité d’'une valeur propre et dimension du sous espace propre

Exercices : Documents :
Exercice A.1.15 Document C.1.2

Proposition 4.3.4. Si A est une valeur propre de A, si V), est le sous-espace propre, sir est la multi-
plicité de A et si d est la dimension de V), alors

d=<r.
Vous pouvez lire la démonstration de cette proposition en document.

2[4 )

Cette matrice est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres sont les termes diagonaux.
A =1 est donc valeur propre double et r = 2.

Exemple 1 : on définit la matrice

Apres calcul, on trouve
1
V1 = Vect ,
1 = Vec (( 0 ))

doncdimVi=d=1,onadoncd<r.

28 | 4.4
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Exemple 2 : la matrice identité

a pour valeur propre double A =1 donc r = 2.

De plus Vi = 4,1, careneffet VY € 45, IY =Y!DoncdimV; =d =2.Ici,onadoncd =r.

Proposition 4.3.5. Soit A€ My, ,(K). SiAy,..., Ay sont les p valeurs propres distinctes appartenant
al, sidy,...,dp sont les dimensions des sous-espaces propres Vy,, Vy,,..., Vy,, alors

p
Z d; <n.
i=1
Démonstration —
p P
Sionnote r,713,...,, les multiplicités des valeurs propres, on a Z d; < Z T.
i=1 i=1

Or les valeurs propres sont les racines dans K du polynéme caractéristique.

Ce polynome est toujours de degré n, donc il admet 7z racines dans C et au plus n racines dans R.
p
Donc on a toujours Z ri<n.
i=1
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4.4 Réduction d’'une matrice

4.4.1 Définition dela diagonalisation . . . . .. ... ... .. ... ... .. 31
4.4.2  Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation . . . . .. ... .. 33
4.4.3  Condition suffisante de diagonalisation . . . .. ... ........... 35
444  Trigonalisation d'unematrice . . . . .. ... ................ 37
4.4.5  Applications de la diagonalisation . .. ... ................ 39

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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4.4.1 Définition de la diagonalisation

Exercices :
Exercice A.1.16

Définition 4.4.1. On dit que la matrice A € My, est diagonalisable dans K s'il existe une matrice
D e M, n(K) diagonale et une matrice P € 4, ,,(K) inversible, telles que A = PDP~! ou, ce qui est
équivalent, D = P~1 AP.

Les matrices A et D sont semblables, donc elles ont les mémes valeurs propres py, ..., i, : ce sont
les éléments de la diagonale de D. Donc

[ 0
0
D=
0
0 0 un
C t
D’autre part oneepts
D=P 'AP < AP=PD,
Sion note Y7, Y>,..., Y, les colonnes de P, on a Exem.ples
Exercices
Documents

AP=PD <> Vi=1,2,...,n, AY;=pu;Y;.
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Démontrer cette équivalence. Définition de la

P est inversible, donc ses colonnes sont non nulles donc Y; # 0. Donc les colonnes Y; de P sont diagonalisation
des vecteurs propres associés aux valeurs propres ;.

Une matrice A diagonale appartenant a .4, ,(K) est diagonalisable dans K : il suffit de choisir
D=A, P=1.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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4.4.2 Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation

Documents : Cours :
Document C.1.3 Diagonalisation - définition

Théoréme 4.4.1. A€ 4y, ,,(K) est diagonalisable dansK si et seulement si

il existe une base de (1 (K) constituée de vecteurs propres de A,

c'est-a-dire une base B = (Y1, Y,..., Y,) de M1 (K) telle que AY; = u;Y;, p; € K.
Démonstration —

Dans toute cette démonstration les matrices ou vecteurs sont a coefficients dans K.
A est diagonalisable

< il existe D diagonale, il existe P inversible qui vérifient D= P~! AP

< il existe D diagonale, il existe P inversible qui vérifient PD = AP

<= il existe une base (Y3,...,Y,) de .4, (K) dont les vecteurs vérifient AY; = y; Y;

< il existe une base de .4/, (K) constituée de vecteurs propres de A.

Bien stir, dans la démonstration précédente, les Y; sont les colonnes de P et les yu; sont les termes
diagonaux de D. On a déja utilisé cette notation dans le paragraphe “Diagonalisation - définition”.
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Théoreme 4.4.2. Ac 4, , estdiagonalisable dansK si et seulement si
elle admet p valeurs propres distinctes dans K vérifiant

p
Yori=n et Yi=1,..,p, di=r
i=1

ou, ce qui est équivalent,
p
Z di =n.
i=1
(r; est la multiplicité de A;, d; est la dimension du sous-espace propre associé a A;).

4
On peut remarquer que, si K = C, la condition )_ r; = n est toujours vérifiée.
i=1

La démonstration de ce théoreme est proposée en document.
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4.4.3 Condition suffisante de diagonalisation

Exercices :
Exercice A.1.17

Proposition 4.4.1. Si A appartient a 4y, ,,(K) et si A admet n valeurs propres distinctes (donc
simples) dansK, alors A est diagonalisable dans K.
Démonstration — A admet n valeurs propres distinctes dans K.

Or A admet au plus n valeurs propres comptées avec leur multiplicité, donc les valeurs propres
sont simples :

n
rn=ra=...=rp=1, donc Zri:n.
i=1

D’autre part V), # {0} donc d; = 1.
Deplusd; <r;=1,doncd;=r;=1.

On peut donc appliquer le Théoreme 4.4.2.

Cette condition suffisante n’est pas nécessaire. En effet, la matrice identité I;, a pour valeur propre
1, de multiplicité n, et pourtant I est diagonale (et donc diagonalisable!).

35 | 4.4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

Attention! Une matrice peut étre diagonalisable dans C et pas diagonalisable dans R. Par exemple,
si A est la matrice de la rotation d’angle 6 # kn dans le plan, alors A n'est pas diagonalisable

dans R, car elle n'a pas de valeurs propres réelles. En revanche, elle est diagonalisable dans C,
puisqu’elle admet 2 valeurs propres complexes distinctes.
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4.4.4 Trigonalisation d’'une matrice

Documents : Cours :

Document C.1.4 Multiplicité d'une valeur propre et
dimension du sous espace propre

Il existe des matrices qui ne sont pas diagonalisables.

A=(5 1)

est triangulaire supérieure, elle admet une seule valeur propre A =1 qui est double : u; = yp = 1.

Par exemple, la matrice

Si A était diagonalisable, alors elle serait semblable a la matrice identité et on aurait A = PJ p1l=
I' Ceci est faux, donc A n’est pas diagonalisable (ni dans R, ni dans C).

Autre démonstration : on a étudié cette matrice dans le cours référencé et on a montré que d = 1
etr =2doncd < r. Doncla condition nécessaire et suffisante de diagonalisation n’est pas vérifiée,
donc la matrice A n'est pas diagonalisable!

Concepts
Quand on ne peut pas diagonaliser une matrice, on peut chercher une autre forme de matrice
semblable, par exemple une matrice T triangulaire supérieure.
Exemples
Théoréme 4.4.3. Toute matrice A € My, ,(C) est semblable a une matrice triangulaire supérieure Dixcerr:ce;ifs
u

T € Myn(C).
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La démonstration de ce théoréme est donnée en document.

Trigonalisation
. 2 N . . L . . . . P ) i
On peut citer un autre théoréme en remplacant triangulaire supérieure par triangulaire inférieure. d’une matrice
La trigonalisation d’'une matrice A, c’est-a-dire la recherche d'une matrice triangulaire semblable
a A, nécessite la connaissance de toutes les valeurs propres de A, ce qui est coliteux numérique-
ment. C’est donc une opération que I'on évite de faire effectivement. Mais, sur le plan mathéma-
tique, cela est trées important, comme on le verra plus tard.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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4.4.5 Applications de la diagonalisation

Parmi les applications de la réduction de matrices, on peut en citer deux :
Calcul de la puissance d’'une matrice

Si A€ My, ,(K) est diagonalisable dans KK, alors il existe une matrice diagonale

m 0 ... ... 0
0 M2 0
D: . . . . .
: . -0
0 ... ... 0 uu

et une matrice inversible P telles que A= PDP~!. On peut montrer facilement que

k
o ... 0
AF=pp¥p~l  avec DF= :

k
0 ... uy,
Résolution d’un systeme de suites linéaires récurrentes
(Un) nen €t (V) nen sont deux suites réelles définies par :

Up+1 = A11Up + A12Vp,

Ug, Vo donnés, et VneN {
Un+1 = A21Up + A22Vp.

39
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En posant pour tout n e N

la récurrence précédente s’écrit :

X1 = AX,, avec A= (
a1  az

On a alors
VneN, X,=A"X,.

<< 40
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4.5 Compléments

45.1  Théoreme de Cayley-Hamilton
4.5.2  Formes de Jordan
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4.5.1 Théoreme de Cayley-Hamilton

Exercices :
Exercice A.1.18
Exercice A.1.19

Préliminaire : Si A € ./, ,(IK) est une matrice carrée, on peut définir ses puissances successives
A?, A3... Siz est un polynome 2 coefficients dans K donné par :

() =s"+c18" L+ s 2+ -+ Cpo1S+Cp,

on peut alors définir la matrice carrée
T(A) = A"+ AV 4 A2+t e A+ ey,
La matrice 7(A) commute avec A, c’est-a-dire Ax(A) = m(A) x A. En effet, le produit matriciel est
distributif par rapport 4 la somme et, de plus, A commute avec A*, c’est-a-dire AA¥ = A¥A = AF+1,
Théoreme 4.5.1. Soit A une matrice de 4, ,(K). SiIl4 est son polynome caractéristique noté
1

Ma(s)=s"+a18"  +--+a,_1s+ay,

alors
MA(A)=A"+ a1 A" v ap1 A+ apl, =0.
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Remarque : Une des conséquences de ce théoreme est que Théoréme de

_ Cayley-Hamilton
A= —a A", A—ap] yiey

et donc, pour tout k tel que k = n, A¥ peut s’écrire comme une combinaison linéaire de I,,, 4, ...

An—l

Démonstration. - On ne va pas donner la démonstration de ce théoréme dans le cas général, mais

seulement dans le cas particulier ou A est diagonalisable dans K.

On suppose donc qu’il existe une base (Y3,...,Y,) de .4, 1 (K) constituée de vecteurs propres de
A.

D’apres I'Exercice A.1.18, une matrice B appartenant a .4, ,(IK) est nulle si et seulement si Vi =
1,...,n, BY; = 0. On applique ce résultat a la matrice I14(A). On va donc montrer que pour i =
1,...,n,ona:

A"+, A 4 A+ a,l,)Y; =0. (4.5.1)

Comme (u;, Y;) est un couple propre de A, on a pour tout k=1,2,...,n,

AFY; = AR AY) = p AR Y = gAY = = by,
Onadonc:
Concepts
A"+ a1 AV ap 1A+ an DY, = AYYi+a AV an 1 AYi + @, Y
= ,ul’.lYi+a1,u;’_lY,-+...an_1uin~+anYi BendEs
= (u?%—al,u?_l+...an_1ui+an)Yi Exercices
Documents

= Ma(u)Y;=0Y; =0.
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En effet, u; est racine du polynéme caractéristique I14, donc IT4 (¢;) = 0. On vient donc d’établir la Théoreme de

relation (4.5.1) et le théoreme est démontré dans le cas particulier d'une matrice diagonalisable. Cayley-Hamilton

2 1
Exemple : soit A = ( 1 2 ) Son polyndme caractéristique est

a(s)=(s—2)°+1=s%—4s+5.
3 4
2 _
A _( D )

3 4 2 1 1 0) (00
HA(A)z(—zL 3)_4(—1 2)+5(0 1):(0 0)20'

Le Théoreme de Cayley-Hamilton permet aussi de calculer I'inverse d'une matrice. Dans1’exemple
précédent,

Calculons A? :

On a bien:

1
A?>—4A+5I=0, etdonc gA(—A+41) =1,

ce qui donne
Al= 1(—A +41). Concepts
5

Exemples
Exercices
Documents
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4.5.2 Formes de Jordan

Cours:
Trigonalisation d’'une matrice

On a démontré dans le cours référencé que toute matrice carrée A était semblable a une matrice
triangulaire. En fait, on peut méme obtenir une forme triangulaire supérieure particuliere appelée
forme de Jordan de la matrice A.

On appelle bloc de Jordan associé a la valeur propre A de A, une matrice carrée J, de la forme :

A1 0 ... 0 O

0o A 1 - 0

0 O . . .
a= )

o . 0

0 0 A1

O 0 0 ... 0 A

La matrice triangulaire supérieure /) a une taille qui dépend de la valeur propre A de A. Cette
matrice est telle que :

— tous ses éléments diagonaux sont égaux et valent A,

— seule la premiére “sur-diagonale” est non-nulle et ses éléments valent 1.
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Il est alors possible de montrer que A est semblable a une matrice J de la forme :

Formes de
d
J, 0 0 ... 0 Moy
0 Jn, 0 ... O
J=| 0 0 :
. 0
0 0 0 Ja,
La matrice J est donc une matrice “diagonale par blocs”. Les blocs de Jordan J,, ont une taille
que I'on peut déterminer théoriquement. Les valeurs propres A1,...,1,, étant distinctes ou non
(évidemment, si vy est la taille de la matrice J,,, ona kazl vy = n). Cela veut dire qu’a une valeur
propre on peut associer plusieurs blocs de Jordan de tailles diverses. Sila valeur A est simple, alors
le bloc de Jordan associé est réduit a une matrice 1 x 1 qui est donc la valeur propre elle-méme!
Exemple de forme de Jordan :
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Voici un exemple de forme de Jordan. On suppose que A1, A,..., A5 sont distinctes.

< précédent section A

At 1 0 O
0 A, 1 0
0 0 A 1
o 0 o0 A
A 1 0O
0o 1, 1
; 0o 0 A
A= As 1
0o A
Az 1
0 A3
Ay
A4
As

Formes de
Jordan

Pour plus de lisibilité, les termes nuls en dehors des blocs diagonaux de Jordan ne sont pas indi-

qués. Dans ce cas, on a
— n =14 :taille de la matrice A’.
— m =7 :nombre de blocs de Jordan,
— A’ a5 valeurs propres distinctes :
e \; de multiplicité 4,
e A, de multiplicité 5,
e A3 double,
e A4 double,
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* As simple. Formes de
Si A est semblable & A/, alors A = PA’P~!. A admet les mémes valeurs propres avec la méme Jordan
multiplicité.
En utilisant les propriétés du produit matriciel, on peut montrer facilement que
— Py, lapremiere colonne de P, est vecteur propre de A associé a 11,
— Ps5, et Pg sont vecteurs propres de A associé a 1,
— Py est vecteur propre de A associé a 13,
— Py, et P13 sont vecteurs propres de A associé a Ay,
— Py4 estvecteur propre de A associé a As.
On peut en déduire que dy =1, d» =2, d3 = 1, dy = 2, ds = 1. On peut montrer (et c’est admis ici)
que la dimension de chacun des sous-espaces propres vautd; =1, d, =2,d3 =1,ds =2, ds = 1.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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A2

Exercices du chapitre 4

Exercices de TD
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A.1 Exercices du chapitre 4

A.l.1
Al.2
A.1.3
Al4
A.1.5
Al.6
A.1.7
A.1.8
Al9
A.1.10
Al.11
A.1.12
A1.13
A.1.14
A1.15
A.1.16
Al.17
A.1.18
A.1.19

Ch4-Exercice 1 :
Ch4-Exercice 2 :
Ch4-Exercice 3 :
Ch4-Exercice 4 :
Ch4-Exercice 5 :
Ch4-Exercice 6 :
Ch4-Exercice 7 :
Ch4-Exercice 8 :
Ch4-Exercice 9:

Ch4-Exercice 11

Ch4-Exercice 16

valeurs propres et vecteurs propres de I'identité . . . .
vp de projection etrotation . . ... ...........
stabilité par mult. par un scalaire des vecteurs propres
vp de matrice diagonale, inversibilité et vp nulle . . . .
vp réelles et complexes de matrices2x2et3x3 . . . .
vp de matrices triangulaires . . . ... ... .. .....
vp de matrice conjuguée dans RetdansC . .. .. ..
vecteurs propres de la transposée . . . . . ... ... ..
vp de matrices semblables,cas2x2 . ... .......
Ch4-Exercice 10 :
: vrai/faux sur les vp réelles/complexes, D’Alembert . .
Ch4-Exercice 12:
Ch4-Exercice 13 :
Ch4-Exercice 14 :
Ch4-Exercice 15 :
:matrice semblable a diagonaleetvp .. ... .. ...
Ch4-Exercice 17 :
Ch4-Exercice 18:
Ch4-Exercice 19:

somme des multiplicités . . ... ............

trace et déterminant, somme et produitdesvp . . . .
SOUS €SPACE PIOPIE .« .« v v v v v v e o e e e e e e e
sous espaces propres d'une projection dans R3 . . . .
mutliplicité des vp et dimension des seV propres . . .

diagonalisabilité de matrices . . . . . .. ... .. ...

matrice nullesurunebase . ...............
inverse par Cayley-Hamilton . . . . . ... ... ....
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Exercice A.1.1 Ch4-Exercice 1 : valeurs propres et vecteurs propres de I'identité

Quels sont les vecteurs propres de 'application identité Idg ? Préciser les valeurs propres asso-
ciées.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.2 Ch4-Exercice 2 : vp de projection et rotation

On demande de répondre a cet exercice de facon intuitive, on verra plus loin comment I’aborder
de facon plus systématique :
— Si u est la projection de I'espace sur un plan parallelement a une droite, citer des vecteurs
propres de u et les valeurs propres associées.
— Si u estlarotation du plan d’angle a :
e quand a = &, citer des vecteurs du plan qui sont vecteurs propres de u, préciser les
valeurs propres associées,
e quand « = %, pouvez-vous citer des vecteurs du plan qui sont vecteurs propres de u?

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.3 Ch4-Exercice 3 : stabilité par mult. par un scalaire des vecteurs propres

Montrer que si Y est vecteur propre de A, alors aY est vecteur propre de A (pour tout & € K non
nul).

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

53



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.4 Ch4-Exercice 4 : vp de matrice diagonale, inversibilité et vp nulle

1. Soit I;; la matrice identité de .4, ,, déterminer ses vecteurs propres et ses valeurs propres.

2. — Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice
35 0 0
A= 0 52 0
0 0 6.9

— Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres d’'une matrice diagonale.

3. Montrer que : Anon inversible <= 0 est valeur propre de A.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.5 Ch4-Exercice 5 : vp réelles et complexes de matrices 2 x 2 et 3 x 3
— Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres réels (K = R) des matrices :
-1 2 -1 1 1 -1 0 -1
Al—( 1 _2),A2—( 9 _2),A3—(1 1 ),A4—(1 9 ),
1 01 1 10 1 1 1
As=]1 0 1 0 |,A4=]0 1 0 |A,=] 0 2
0 0 2 0 0 2 0 0 -1
— Calculer les valeurs propres et les Vecteurs propres complexes (K = C) des matrices précé-

dent is del trice: A
entes puis de la matrice : Ag = l+1 21)

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.6 Ch4-Exercice 6 : vp de matrices triangulaires

Démontrer la propriété suivante :
si A€ 4, , est une matrice triangulaire, alors ses valeurs propres sont ses termes diagonaux.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.7 Ch4-Exercice 7 : vp de matrice conjuguée dans R et dans C

Démontrer les propriétés suivantes :
1. SiAe llyyn:

[A valeur propre de A] < [Z valeur propre de Z] (avec la méme multiplicité).
2. SiAe My, (R),alors:

[A valeur propre de A] < [Z valeur propre de A] (avec la méme multiplicité).

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.8 Ch4-Exercice 8 : vecteurs propres de la transposée

Les matrices A et AT ont-elles les mémes vecteurs propres?

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.9 Ch4-Exercice 9 : vp de matrices semblables, cas 2 x 2

5 2 1 2
Soient A = ( 5 9 ) etP = ( ) On peut vérifier que P~! = (

5 =2
2 5 ’

-2 1

On définit B= P~ AP.

Calculer B, ses valeurs propres et ses vecteurs propres, comparer avec ceux de A.
Qu’en pensez-vous?

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.10 Ch4-Exercice 10 : somme des multiplicités

p
Vérifier sur les matrices de I'Exercice A.1.5 que Z r; = n (notations de la Proposition 4.2.1).
i=1

retour au cours

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.11 Ch4-Exercice 11 : vrai/faux sur les vp réelles/complexes, D’Alembert

Pour chacune des affirmations suivantes, répondre par VRAI ou FAUX en justifiant votre réponse
al’aide de démonstrations, d’exemples ou de contre-exemples selon le cas.

1.

o

Toute matrice A € 4> (R) admet 2 valeurs propres réelles.

2. 1l existe des matrices A € > »(R) qui admettent 2 valeurs propres réelles.
3. Il existe des matrices A € 4> »(C) qui admettent 2 valeurs propres réelles.
4.
5

Toute matrice A € /> (R) admet 2 valeurs propres complexes distinctes ou non.

. 1l existe des matrices A € .#>»(R) qui admettent 1 valeur propre réelle et 1 valeur propre

complexe non réelle.

Il existe des matrices A € .45 »(R) qui admettent 1 seule valeur propre réelle simple.

7. 1l existe des matrices A € ./ 3(R) qui n’admettent pas de valeur propre réelle.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.12 Ch4-Exercice 12 : trace et déterminant, somme et produit des vp

Vérifier sur les matrices de 'Exercice A.1.5 que la trace d’'une matrice est la somme de ses valeurs
propres et que son déterminant est le produit de ses valeurs propres.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.13 Ch4-Exercice 13 : sous espace propre

On définit :
V/I ={Y €=/%n,1 | AY = /1Y}

Montrer que : V; est un sous espace vectoriel de .4, ;.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.14 Ch4-Exercice 14 : sous espaces propres d’une projection dans R3

Soit A la matrice définie par:
1 00
A=|1 0 1 0
0 0 O
Reprendre les calculs qui ont déja été faits dans le paragraphe “Valeur et vecteur propres d'une

matrice” pour donner une base de Vj et V.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.15 Ch4-Exercice 15 : mutliplicité des vp et dimension des seV propres

Reprendre les matrices de 'Exercice A.1.5 dans le cas K = C. Pour chacune d’elles, donner la mul-
tiplicité r; de chacune de ses valeurs propres A; et préciser la dimension d; du sous espace propre
V), Vérifier I'inégalité entre r; et d;.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.16 Ch4-Exercice 16 : matrice semblable a diagonale et vp

Montrer que si A= PDP~!, oi1 la matrice D est diagonale, alors les colonnes de P sont vecteurs
propres de A et les éléments de la diagonale de D sont les valeurs propres de A.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.17 Ch4-Exercice 17 : diagonalisabilité de matrices

Les matrices de ’Exercice A.1.5 sont-elles diagonalisables dans R? Dans C?
Si oui, donner une matrice D diagonale et une matrice P réguliere telles que D = P"' AP.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.18 Ch4-Exercice 18 : matrice nulle sur une base

Soit B € 4, , et soit X € 4,1 un vecteur non nul. Est-ce que BX =0 = B =07
Montrer que si (X3, ..., X,) est une base de .4, 1, alors

BX;=0,Vi=1,...,n < B=0.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.19 Ch4-Exercice 19 : inverse par Cayley-Hamilton

Soit A € My n(K) telle que T14(s) = s — 1. Donner A~1 en fonction de A.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.1 TD4-Exercice 1 : calcul de valeurs propres et vecteurs propres

1. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres réels, puis complexes, des matrices :

2 0 4 S S (R -1 1
A= 3 -4 12|, A= 1 -1 1], A3=| 0 -1 1
1 -2 5 1 1 -1 1 0 -1

2. Déterminer, suivant la valeur de a, les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice :

1 a 0 0
0 1 0 0
A=l 2 3 1

-2 —(4+a) -4 -1

3. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de :

A O
As = .
° (0 Az)
Réponses :
—4 —4
1. (a) /10=0,/11=1,12=2,Y0=05 3 ,Y1=ﬁ 0 ,Y2=Y 1
2 1

71 | 4.4
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1
(b) /1121,/122—2,Y1=a'( 1 ),YZZ,B(
1

© A =0,A=—1+j,A3=—1+j?

1 1 1
Vi=al 1 |\ =8 j |, s=y| j?
1 J* J
2. A=1.
1 0
. o 1
— Sia=0,Y=a 0 + B 0 +y
-1 -2
1 0
— Sia#0,Y=a +p 0
S 0 1
-1 -2
Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.2 TD4-Exercice 2 : vp de matrice Compagnon

Soitla A € 4, ,(R) définie par

0 1 0 0
0 0 1 0 0
A=
: : 0 1 0
0 0 cee e 0 1
@ @q e e @ @

Cette matrice A est appelée matrice Compagnon. Elle est nulle partout, sauf la sur-diagonale qui
vaut 1 et la derniere ligne qui est remplie des —a;.

1. Quel est le polynome caractéristique de la matrice A?

2. Si A est valeur propre de A, déterminer les vecteurs propres correspondants.

Concepts
Question1  Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.3 TD4-Exercice 3 : vp de A+ a[ et de A?

— Si(A,Y) estun couple propre de la matrice A, donner un couple propre de la matrice A+a.
— Si (A, Y) est un couple propre de la matrice A, donner un couple propre de la matrice A2.

Aide 1 Aide 2

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.4 TD4-Exercice 4 : vp d’'une matrice annulant le polynéme X? + 1

Soit A€ My n(R).
1. (a) Montrer que si A2+ I =0, alors A n’admet aucune valeur propre réelle.
(b) Donner une matrice A € .#>»(R) vérifiant A2=—1.

2. Montrer qu’il n’existe aucune matrice appartenant a .43 3(R) telle que
A*+1=0.

Question 1a Aide 1 Aide 2
Question 1b Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1 Aide 2

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.5 TD4-Exercice 5 : vp de AB et de BA, matrices de rang 1

1. Soient 2 matrices A et B appartenant a .4, ;.
(a) Montrer que si 0 est valeur propre de AB alors 0 est valeur propre de B A.
(b) Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres.

2. Soient 2 matrices A et B appartenant respectivement a .4y, ,,, et My, . Soit A une valeur
propre non nulle de AB. On note V} le sous espace propre correspondant.

(a) Montrer que A est valeur propre de BA. On note W) le sous-espace propre correspon-
dant.
(b) Soit (Y, Y2,...,Yy) une base de V;, montrer que (BY1, BY>,..., BY)) est une famille libre.

(c) En déduire que dim V) <dim W,.
(d) En déduire que dim Vj = dim Wj.

1 1
3. OndéfinitX=| 1 |,Y=[ 0 [etC=XYT".Calculer X Y. Calculerles valeurs et vecteurs
1 1
propres de C. Les résultats obtenus dans cette question peuvent étre généralisés, c’est ce
que 'on verra a la question suivante. Concepts
4. Soient 2 vecteurs colonnes non nuls X et Y appartenanta .4, ; avec n > 1.
(a) Montrer que 0 est valeur propre de XY ”. Quelle est la dimension de V; 2 En déduire une Exemples
inégalité sur la multiplicité de la valeur propre 0. Exercices
Documents

(b) On suppose que X'Y # 0, en déduire une autre valeur propre de XY T,
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5. Soit A une matrice de rang 1 appartenant a .4, , avec n > 1.

(a) On suppose que la trace de A est différente de 0, déterminer toutes les valeurs propres
de A et leur multiplicité.

(b) On suppose que la trace de A est nulle. Quelles sont toutes les valeurs propres de A et

leur multiplicité?

(c) A quelle condition la matrice A est-elle diagonalisable?

Question 1a
Question 1b
Question 2a
Question 2b
Question 2¢
Question 2d
Question 3

Question 4a
Question 4b
Question 5a
Question 5b
Question 5¢

<<

Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1

Aide 2
Aide 2

Aide 2

Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
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Aide 3
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Exercice A.2.6 TD4-Exercice 6 : diagonalisation, puissance de matrice, suite linéaire

1

1. Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de A. Montrer qu’il existe une base de
2,1 (R) constituée de vecteurs propres de A. Donner la matrice A associée a f quand on
choisit cette base.

2 1
(Réponse: 1) =—1, 1, = -4, Y1=C¥( 1 )vYZ:“( 1 )')

Soit A= ( _23 ) et f 'application définie par f(x) = Ax, pour tout x € /> 1 (R).

2. Montrer que si A= PAP™!, alors A” = PA"P~!,(n = 0). Donner A" en fonction de 7.
, 1( (9" +2(-D" =2(-4)"+2(-D"
AN _
(Réponse : A 3| —ea D" 204+ (1" )
3. Larelation précédente est-elle encore valable pour n=-1?
4. On considere les suites réelles (v,) nen €t (Wy) nen définies par :
Un+1 = —2Un+2wp,
vy —3wy.

wo €R, voelRet‘v’neN,{

Wn+1

Exprimer v,+; et wy,4+1 al’aide de vy, wy et n.

‘1 e s —2Up+2
5. On considere la suite réelle (i) définie par: up e RetVneN, uyyy = ————.
u, -3 Concepts
v
Exprimer u, en fonction de n et de uy. (On écrira u, = —L),
n

On suppose que u, est défini pour tout 7. Exemples
La suite est-elle convergente? Si oui, donner sa limite. Exercices

Documents

(Réponse:ouietsiug=2,¢=2,siug#2,¢=-1.)
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Question 1
Question 2
Question 3
Question 4
Question 5

< précédent

Aide 1 Aide 2

Aide 1

Aide 1

Aide 1 Aide 2

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.7 TD4-Exercice 7 : conditions de diagonalisabilité

1. Les matrices de I’Exercice A.2.1 sont-elles diagonalisables dans C?
(Réponse : Ay, Az, Az, As : oui; Ag:non.)

1 a 1
2. OndéfinitA=]1 0 1 b
0 0 ¢

Pour quelles valeurs de a, b, c la matrice A est-elle diagonalisable?

Pour quelles valeurs de a, b, c la matrice A est-elle inversible?

(Réponse : A est inversible <= ¢ # 0, A est diagonalisable < c#1,a=0.)
1 -a -—a 1

1-b a a-1 -b
b -a l1-a 1+b
0 a a 0

Pour quelles valeurs de a, b la matrice A est-elle diagonalisable?

Pour quelles valeurs de a, b la matrice A est-elle inversible?

(Réponse : A est diagonalisable <= a=b=0.)

3. On définit A =

Concepts

Question 1 Aide 1

Question2 Aide 1 Aide 2

Question3  Aide 1 Aide 2 Aide 3 Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.8 TD4-Exercice 8 : matrice diagonalisable avec une vp de multiplicité n

1 1
1. Sans calculs dire si la matrice A= ( 0 1 ) est diagonalisable.
2. Soit A € .4, ;, qui est diagonalisable et qui admet une valeur propre de multiplicité n, que
vaut A?

Question1 Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.9 TD4-Exercice 9 : vp de matrices qui commutent

Soient 2 matrices A et B appartenant a .4, , et on suppose que A et B commutent (AB = BA).
Soit A une valeur propre de A et on note V) le sous-espace propre associé.

1. Montrer que si Y € V), alors BY € V.

2. On suppose maintenant que A est de multiplicité 1, en déduire que si Y est vecteur propre
de A associé a la valeur propre A, alors Y est vecteur propre de B.

3. Onsuppose que A admet n valeurs propres distinctes dans K. Montrer alors que A et B sont
diagonalisables dans K. On montrera plus précisément qu’il existe une base de .4, 1 (K)
constituée de vecteurs propres communs a A et B.

Question 1  Aide 1
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.10 TD4-Exercice 10 : vp d'un bloc de Jordan

Soit la matrice J appartenant a .4, ,, n = 2, définie par :

A 1 0 0

0o A 1 0 0
]: . e i

0 0 1 1

0 0 A 1

0 0 0 A

1. Jestelle diagonalisable?

2. Déterminer les valeurs propres de /, leur multiplicité et la dimension du sous-espace propre
associé.

Question 1  Aide 1
Question2 Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.11 TD4-Exercice 11 : trigonalisation d'une matrice, Cayley-Hamilton

2 1 -1
Soitla matrice A= 1 2 1
1 0 3

1. (a) Calculer les valeurs propres de A et leur multiplicité. On ne demande pas de calculer
les vecteurs propres maintenant.
(Réponse: 1 =2,1,=3.)

(b) Montrer que

dimKer(A-21) =1, dimKer(A-31) =1, dimKer(A-21)% =2.

2. (a) Montrer dans le cas général que Ker(A —21) c Ker(A - 21)2.
(b) Montrer que dans le cas particulier ici, 'inclusion est stricte.
On pourra donc en déduire qu’il existe z vérifiant :

z € Ker(A—21)2
z ¢ Ker(A-21)

Concepts
(c) Montrer que
€ Ker(A—-21I)?
{ z - KerEA 3 21; <= (A-2I)z = y; ol y; estun vecteur propre associé a 1; = 2. Eigggg:
Documents
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3. Si y; est un vecteur propre de A associé a A1, si y» est un vecteur propre de A associé a Exercice A.2.11
A2 (# A1), si z vérifie (A— A1)z = y;, montrer que la famille (y1, y», z) est libre (penser a TD4-Exercice 11 :
utiliser A—A11). trigonalisation

4. On définit'application linéaire u de .43 dans .43, par u(x) = Ax. d’une matrice,
(@) Quelle est la matrice de u quand on munit .43, de la base canonique? Cayley-Hamilton

(b) Quelle est la matrice de u quand on choisit la base (2, y1,2) ?
3 00

(c) EndéduirequeA=PTP1avecT=(0 2 ),P=(y2 oz
0 0

1
2
(d) Calculer yy, y», z pour obtenir P.

1 1 1
5. Utilisez le Théoréme de Cayley-Hamilton pour calculer A* et A~! en fonction de A%, Aet I.

1
(Réponse : A* =33A4% -100A+841, A~! = o (A2 -7A+161)).

0 -1 0
(Une réponse possible: P=[1 1 0]).

Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2b Aide 1 Aide 2

Question 2¢  Aide 1 Aide 2 Aide 3 Concepts
Question3 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 4a Aide 1 Aide 2 Aide 3

Exemples

Question 4b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Exercices
Quest!on 4c A!de 1 . _ Documents
Question5 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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B.1 Exemples du chapitre 4

B.1.1  Noyau et valeur propre 0
B.1.2  Valeurs propres de la rotation dans le plan
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Exemple B.1.1 Noyau et valeur propre 0

Soit u € £(E; E) non injective. Alors Ker u # {0} et donc il existe un vecteur 7 non nul tel que
u(y) = 0 = 0y. Donc 0 est valeur propre et tous les vecteurs non nuls du noyau sont vecteurs
propres associés a la valeur propre nulle.

retour au cours

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exemple B.1.2 Valeurs propres de la rotation dans le plan

Soit A la matrice de la rotation plane

_ [ cos@ —sinf
“ | sinf@ cos@

Pour que (A, Y) € K x .41 soit un couple propre, on doit avoir

y1€c0s0 —yosinf = Ay,
y18in@ + y,cos@ = Ay,

ou encore
{ y1(cosf —A) — y»sinf =0,

y18inf + yp(cosf—-1) =0, °

Si le déterminant de ce systéme est non nul, la seule solution est y; = y» = 0. Donc pour que ce
systeme admette une solution non nulle, il faut que son déterminant soit nul, ce qui conduit a

(cosf — 1) +sin6 = 0.

On va donc étudier deux cas K =R ou K =C.

— Si K = R, on cherche 1 dans R. Dans ce cas, si sinf # 0, il n'y a pas de valeurs propres
réelles (donc pas de vecteurs propres réels). Si 8 = 2kn, k € Z, on obtient A =1, et y1, )2
quelconques. Si 8 = (2k+ 1)x, k € Z, on obtient A = —1, et y;, ¥» quelconques. On retrouve
bien le résultat intuitif que 'on avait trouvé dans I'Exercice A.1.2 :

e sif # kn, k € Z, il n'y pas de vecteurs propres réels,

89
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e sif =2km, k € Z, larotation est alors I'identité, donc tout vecteur non nul est propre et
1 est valeur propre,

e sif = (2k+ 1)m, k € Z, la rotation est alors la symétrie, donc tout vecteur non nul est
propre et —1 est valeur propre.
— SiK =C, on obtient 2 valeurs propres complexes possibles :

A1 =cosf+isinb,
Ao =cosf —isind.
Les vecteurs propres correspondants sont :
g 1
. Alze‘(’:ley( ),yeC,

—i

. Azze‘w:Yg:y( 1 ),yEC.

retour au cours
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Document C.1.1 Démonstration sur la somme directe des sous espaces propres

Proposition - Si A1, Az3,...,A, sont p valeurs propres distinctes d’'une matrice A appartenant a
AMn,n, alors les sous espaces vectoriels V3 , Vy,,..., V,lp sont en somme directe.

Démonstration— Dans le Chapitre 1, on a vu la propriété caractéristique d'une somme directe H =
E; @ E, de deux sous-espaces vectoriels, a savoir que la décomposition d'un élément de H en la
somme d’'un élément de E; et d'un élément de E, est unique. C’est cette propriété caractéristique
qui se généralise au cas d'une somme directe de p sous-espaces vectoriels H = E1 ® E; & ... ® Ep,
a savoir

H=E ®...0E, < {VjeH, A1 €Ey,..., AP, €Ep | J=F1+...+ Jp}.

Revenons a la démonstration de la proposition et posons H = V}, +...+ V} . Par définition de
la somme de sous-espaces vectoriels, ona: VY € H3Y, € V), ..., 3Y, € Va, telsque Y =11 +
...+ Y. Il reste a démontrer I'unicité d'une telle décomposition. Supposons donc qu’il existe deux
décompositions :

Vit...+Vp=Vi+..+7, &= N -Y+...+(¥,-Y,) =0.

Or chacun des vecteurs (Y; — f/,-) est un vecteur de V), donc c’est le vecteur nul ou c’est un vec-
teur propre associéa A;. Si Y; # Y¥;, on aurait donc une relation linéaire entre des vecteurs propres
correspondant a des valeurs propres distinctes, ce qui est impossible puisque I’on a montré (Pro-
position 4.3.2) qu’une telle famille était libre.

retour au cours
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Document C.1.2 Mutiplicité et dimension du sous espace propre

Proposition C.1.1. Soit A une valeur propre de A. On note r la multiplicité de A et d la dimension
deV).Alorsd <r.

Démonstration — Si la dimension de V) est d, il existe une base (Y1, Y>,..., Y;) de V). On a bien str
AY; = AY;. On complete la famille libre (Y3, Y>,..., Y;) de facon a obtenir une base de .#,; notée
B=(Y1,Ys,..., V).

On note u I'application linéaire de .4/, dans .4, ; définie par: u(Y) = AY.

La matrice de u quand on choisit la base canonique est A, la matrice de # quand on choisit la base
9B est :

A 0 0
a=| 0 o C
0 0 A
000 C

En effet, AY; = AY;, Vi, 1 <i <d, on obtient ainsi les d premieres colonnes de A, les matrices C
et C sont des matrices appartenant respectivement a 4 ,—g €t M n—g n—qd.
A et A sont semblables, elles ont donc le méme polynoéme caractéristique :

A(s) = det(sI,, — A) = (s— V)% det(sI,_4 - C).

On en déduit donc que la multiplicité de A est supérieure ou égale a d.
retour au cours
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Document C.1.3 Diagonalisation - condition nécessaire et suffisante

Théoréeme - Une condition nécessaire et suffisante pour que A € .#,,, soit diagonalisable est
qu’elle admette p valeurs propres distinctes dans K vérifiant

p
Zri:” et di=r,Vi=1,...,p,
i=1

(ou r; est la multiplicité de A; et d; estla dimension du sous-espace propre associé a A;).
Démonstration —
Il est facile de montrer que :

p

Y ri=n Z

= — Zdizi’l(:) V/’l]@v/lz@---v/lp:t/%n,l-
dl-:ri, Vi=1,...,p i=1

On doit donc montrer maintenant que :
Mu1=V), 8 V), ®--~VA,, S
il existe une base de .#/,,; constituée de vecteurs propres de A.
Le Théoreme 4.4.1 permet ensuite de conclure que A est diagonalisable.

Implication - Si My,1 = V), ® V), ®... V), I'union des bases de tous les sous-espaces propres est
donc une base de .4, 1, il existe donc une base de .4, constituée de vecteurs propres de A.

Réciproque - S’il existe une base de .4, constituée de vecteurs propres (Y1,...,Y,), alors tout
vecteur Y appartenant a .#/,,; est une combinaison linéaire des éléments de cette base et en re-
groupant la combinaison de vecteurs propres correspondant a une méme valeur propre, il est
facile de voirque Y = Z; +... + Z),
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< précédent section A

Document C.1.4 Trigonalisation

Théoreme - Toute matrice A € .4}, ,(C) est semblable a une matrice triangulaire (supérieure ou
inférieure) T € 4, ,,(C).

Démonstration — On va montrer, par exemple, que A est semblable a une matrice triangulaire
supérieure et pour cela on va raisonner par récurrence sur la dimension n de la matrice A.

— Tout d’abord si n = 1, le théoreme est évident et pour comprendre I'idée de la démonstra-
tion, nous allons établir le résultat pour n = 2. Soit A € 4> (C) et (A,Y) € C x 4>,(C) un
couple propre de A. Il existe donc un vecteur Z € 4> 1 (C) tel que (Y, Z) forme une base de
»,1(C). Soit P la matrice dont les colonnes sont Y et Z (onadonc P; =Y, P, = Z) et soit
T = P~ 1 AP, quelle est la premiére colonne de 72 On a

Th =P 'APL =P 'AY = AP 'Y = AP P, = ALy,

donc T est de la forme

At
T = ,
( 0 1o )

ce qui démontre le résultat pour n = 2.

— Supposons le résultat vrai pour toute matrice d’ordre n—1 et montrons le pour A € .4, ,,(C).
Soit (1,Y) € C x #,,1(C) un couple propre de A et soient Q2,Qs,...,Q, des vecteurs de
M1 (C) tels que la famille (Y, Q2,Qs, ..., Q) soit une base de .#,,1(C). On note Q la ma-
trice constituée par ces vecteurs colonnes (on a donc en particulier Q; = Y). Par le méme
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< précédent section A

raisonnement que précédemment, on sait que S = Q" AQ est de la forme Document C.1.4
Trigonalisation
A S12 ... S1n &
0
S=| . A )
: S
0

ouSe ., 1,n-1(C). Il résulte alors de '’hypotheése de récurrence qu'il existe une matrice
Pe My-1,n-1(C), réguliere, telle que T = P~18P soit triangulaire supérieure. Soit alors P la
matrice de la forme suivante (matrice réguliere) et dont I'inverse est de la forme :

1|0 0
pi=|
’ P
0
La matrice T = P~'SP prend alors la forme
1|0 0 A S12 ... Sin 1/0 ... O
T= 0 0 0 Concepts
: p! : S p
0 0 0 Exemples
Exercices
Documents
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soit Document C.1.4
1/0 ... O Al tie ... tn A fo fin Trigonalisation
0
T = R . . — o
p! : Sp p18p
0 0 0
On a donc
A fo fin
T=| R ,
: T
0

qui est bien triangulaire supérieure puisque T I'est. On a donc montré I'existence d'une
matrice T triangulaire supérieure telle que

T=pP'sP=P'Q ' AQP = (QP) "' A(QP),

ce qui acheve la démonstration.
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100 >

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



Valeur et vecteur propres d'une matrice...6, 10
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Solution de I'exercice A.1.1

Tous les vecteurs, sauf le vecteur nul, sont vecteurs propres de I'identité, la valeur propre associée est 1.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.2

Pour la projection, les vecteurs non nuls du plan sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 1, les vec-

teurs non nuls de la droite sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 0.

Pour la rotation si :

— a = 7, la rotation est alors une symétrie, tout vecteur non nul du plan est vecteur propre associé a la valeur
propre —1.

— a = %, onne peut citer aucun vecteur propre.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.3

aY #0et A(aY)=a(AY)=alY = A(aY), donc aY est vecteur propre associé a la valeur propre A.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

1. Tout vecteur non nul Y est vecteur propre de I, car Y = Y : la valeur propre associée est 1.

n 3.5 3.5y1=An
2. — SiY= Y2 1, AY = 5.2_}/2 =1Y < 5.2y2 = /1y2 .
V3 6.9y3 6.9y3=Ay3

Ce systeme admet comme solutions :

e A=35:y,=0, y3=0et y; quelconque non nul (pourque Y #0):Y =y,

— A=5.2:y; =0, y3=0et y» quelconque non nul (pour que Y #0) : Y = y»

— 1=6.9:y1=0, y» =0et y3 quelconque non nul (pourque Y #0): Y = y3

—_ o O O = O O O -

— Ce résultat se généraliserait au cas d'une matrice diagonale quelconque : A = a;; est valeur propre, les vec-
teurs propres associés sont proportionnels a la i¢ colonne de I. On a en effet d’apres les propriétés du produit
matriciel: Al=A = Vi=1,...,n: Al; = A; = a;;I;,
donc A(al;) = aAl; = aa;il; = a;;(al;).

On a donc un couple propre (a;;, al;), si @ #0.
On retrouve sur ces exemples tres simples que si Y est vecteur propre associé a A, alors aY (a # 0) est égale-
ment vecteur propre associé a A.

3. Anoninversible < 3IY #0et AY =0,

En effet le systeme AY = 0 admet toujours la solution nulle, et ce systéme admet une solution non nulle (c’est-a-
dire n'admet pas de solution unique) si et seulement si A n’est pas inversible. On a donc :

Anon inversible < 0 est valeur propre de A.



Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.5

Il vient :
1. Pour Aj : TIz(s) = (s+ 1)(s+2) —2 = s? + 35 = s(s +3).
Deux valeurs propres simples 0 et —3.
Recherche des vecteurs propres :

2
— A=0:(A-ANY =0 = —y1+2),=0 < y1 =2y, < Y=a( ] ),aE[R.

1
,a €R.
4
11 était prévisible que 0 est valeur propre de cette matrice. En effet, puisque ses 2 colonnes sont proportionnelles,
elle n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre.

— A=-3:(A-ADY =0 < 2)1+2 =0 < y1=—)) — Y:a(

2. Pour Ay : TIA(s) = (s+1)(s+2)—2=s?>+3s=s(s+3).
On obtient le méme polynéme caractéristique que pour la matrice A;. Ce résultat est général : les matrices sont
transposées 'une de I'autre.
Recherche des vecteurs propres :

— A=0:(A-ADY =0 <= —y1+1=0 = y1=) < Y=oc( 1

1
),aEIR.

1
PE aeR.
On remarque en revanche que les vecteurs propres ne sont pas les mémes que pour la matrice A;.

— A=-3:(A-ADY =0 < 2)1+ )2 =0 < ) =-2y — Y:a(

Dans C: si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de A; et A, on obtient bien stir les mémes valeurs
propres (réelles donc complexes). Quant aux vecteurs propres, ils appartiennent maintenant a .4/, (C) donc on
choisit les coefficients @ complexes.



3. Pour A3 :TT4(s) = (s— 1% +1.
Il n’existe pas de valeurs propres réelles.

Dans C : i on cherche les valeurs propres complexes, on obtient 2 valeurs propres complexes 1+ et 1 — i (on peut
remarquer que ces valeurs propres sont conjuguées : ce résultat est général, on le démontrera ultérieurement).

Recherche des vecteurs propres :

— A=1+i:(A-ADY =0 <= —-iy1—)2=0 < ;p=—-iy < Y:a( 1. ),aEC.

— A=1-i:(A-ADY =0 <= —iy1+)p=0 < pm=iy < Y:a( 1 ),aEC.

4. Pour Ay :T14(8) =s(s—2)+1= s2—2s5s+1=(s-1)2.
On a une valeur propre double A =1
Recherche des vecteurs propres :

— A=1:(A-ADY =0 = —y1—-)»=0 = y1=—) &< Y:a( 1

),ae[R{.

Dans C : si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de A4, on obtient bien str la méme valeur propre
(réelle donc complexe), quant aux vecteurs propres ils appartiennent maintenant a .4, ; (C), donc on choisit les
coefficients @ complexes.

5. Pour As : TI4(s) = (s— 1)?(s—2).
A =1 est valeur propre double, A = 2 est valeur propre simple.
Recherche des vecteurs propres :

1
— A=1:(A-ANY =0 y;3=0<= Y=| B |=a|l 0 |+B]| 1 |, a,BeR.
0 0

<~ Y=a| 0 |, aeR.

— /1=2:(A—/11)Y:0<:>{ ~ntys =0 @{ “V1=)s



6. Pour Ag: IT4(s) = (s— 1)?(s—2).
A =1 est valeur propre double, A = 2 est valeur propre simple.

Recherche des vecteurs propres :
1

—Azl:(A—/lI)Y:O(:){yzig — Y=a| 0 |, acR
V3= 0
0
—/1:2:(A—/11)Y=04:>{_y1+yz‘0 @{yl‘o — v=al| 0|, acRr.
¥2=0 ¥2=0 1

Dans C: si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de As et Ag, on obtient bien stir les mémes valeurs
propres (réelles donc complexes), quant aux vecteurs propres ils appartiennent maintenant a .4, (C) donc on
choisit les coefficients @ complexes.

7. Pour A7 : T14(8) =(s—1)(s—2)(s+1).
1, 2, —1 sont valeurs propres simples.
Recherche des vecteurs propres :

Yy2+y3=0 —0 1
— A=1:(A-AD)Y =0 < y2+3y3=0 (:){J@, — Y=a| 0 |, xeR.
y3=0 y2=0 0

1
—/1=2:(A—/11)Y:0<=>{_y1+y2+y3_0 @{yl‘yz — Y=a| 1| acr
¥3=0 ¥3=0 0

0
—A=—1:(A—/U)Y:04:>{2y1+y2+y3‘0 @{yl‘o — Y=a| 1 | ackr
3y2+3y3=0 Y2=-V3 -

On démontrera plus tard la propriété que 'on vient de constater sur les matrices As, Ag, A7 : les valeurs propres
d’'une matrice triangulaire sont les éléments de sa diagonale.

Dans C : si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de A7, on obtient bien stir les mémes valeurs



propres (réelles donc complexes), quant aux vecteurs propres ils appartiennent maintenant a .4/, (C), donc on
choisit les coefficients @ complexes.

. Pour Ag : I14o(s) =(s—1)(s—=2i)—(i+1) = S+ s(-1-2)+i—-1=(s—i—1)(s—1).
On obtient 2 valeurs propres complexes 1+ i et i.
Recherche des vecteurs propres :

— A=1+i:(A-ADY =0 < —-iy1+)2=0 < pm=iy < Y:a( 1 ),aEC.

— A=i:(A-ADY =0 <= (1-Dy1+)2=0 <= p=(-1)y <= Y:a( iil ),aeC.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.6

Si A est triangulaire, il en est de méme pour s/ — A, donc det(sI — A) est le produit des termes diagonaux, c’est-a-dire :

Ma(s) = | | (s—aki),
k=1

d’ot1 les racines évidentes.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.7

IT4(s) =det(sI— A) :m:%.

On en déduit donc la propriété suivante : _ _
A valeur propre de A < TI4(1) =0 < TIz(1) =0 < A valeur propre de A.

2. On utilise la question précédente : si A€ .4, ,(R), alors A= A. Donc si A est valeur propre de A, A est aussi valeur
propre de A (on a constaté cette propriété pour la matrice A3 de I’'Exercice A.1.5).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.8

Les matrices A et AT n’ont pas les mémes vecteurs propres, voir les matrices A; et A, de I'Exercice A.1.5.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.9

On obtient :
B= ( 33 72

9 8
12 —26), AM=1,1,=6 etYl—a( _4),Yg—a(_ )

3

On avait déja calculé les valeurs et vecteurs propres de la matrice A dans le paragraphe “Polyndme caractéristique”. A et
B ont les mémes valeurs propres 1 et 6. Les vecteurs propres de A étaient :

!

Les vecteurs propres de A et B ne sont pas les mémes, mais on a les relations de changement de base

V=P Xy, Yo=P'X,.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.11

Dans cet exercice, on fait référence aux matrices de I’Exercice A.1.5.

1.
2.
3.

FAUX : voir la matrice As.
VRALI : prendre par exemple la matrice A;.

VRALI : on peut prendre comme précédemment la matrice A;, ou si 'on cherche une matrice a coefficients com-

lexes non réels, on peut prendre i ou L=t =
P » On peutp 0 2 i o1+i )

20

VRAL: A€ 4(R) c 4> ,(C) (voir le paragraphe “Valeurs propres - existence et multiplicité”).

FAUX : une matrice A € .4, »(R) admet 2 valeurs propres complexes (éventuellement confondues, éventuellement
réelles). Mais si 11 € R et A, € C\R, sont valeurs propres de A, alors 1, est également valeur propre de A, or comme
Ao n'est pas réelle, A_z n’est pas réelle donc différente de 1;, de plus /1_2 # A2. On aurait donc une matrice (€ 45> )
avec 3 valeurs propres distinctes 11, A, A2, ce qui est impossible.

FAUX:si A€ 4>, (R), alors A € 4> ,(C), donc A admet 2 valeurs propres complexes, or A a une seule valeur propre
réelle simple, donc la 2¢ valeur propre serait non réelle et on serait ramené a 5.

FAUX : les valeurs propres complexes non réelles vont par 2 (les 2 complexes conjugués) et 3 n’est pas un multiple
de 2!

Retour a I'exercice a
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Solution de I'exercice A.1.12

Tr(A;)) =-3=0+(-3),det Ay =0=0x (-3),

Ay : comme Aj,
Tr(As)=2=(1+i)+(1—-i),detA3=2=(1+1i) x(1-1),
Tr(Ag) =2=1+1,detAy=1=1x1,

Tr(As) =4=1+1+2,detAs=2=1x1x2,

Ag : comme As,

Tr(A7) =2=1+2+(-1),det A7 =—2=1x2x(-1),
Tr(Ag) =2i+1=(1+i)+i,detAg=i—-1=(1+1) x 1.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.13

On montre que :
Vi#@,car0e V),

V, est stable par combinaison linéaire : Y; et Y, € V3 implique que a;Y; + a2 Y, € V).
On pourrait aussi montrer que V) = Ker(A— AI) et A— AI est une application linéaire.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.14

Une base de 1 est (( )), Vp est de dimension 1.

0
), ( 1 )), V1 est de dimension 2.
0

Retour a I'exercice A

o O~ H O O

Une base de Vj est ((
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Solution de I'exercice A.1.15

pour A=0:r=1etd=1; pourd=-3:r=1letd=1,
pourA=0:r=1letd=1; pourA=-3:r=1letd=1,
pourA=1+i:r=1etd=1; pourd=1-i:r=1letd=1,
pour A=1:r=2etd=1,

pourA=1:r=2etd=2; pourdA=2:r=1letd=1,
pourA=1:r=2etd=1; pourd=2:r=1letd=1,
pourA=1oud=20ul=-1:r=1letd=1,
pourA=1+i:r=1letd=1; pourd=i:r=1letd=1.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.16

Ona
A=PDP™! < AP=PD < Vi=1,...,n, AP;=PD; =d;;P;.

Ce que 'on vient d’écrire découle uniquement des propriétés du produit matriciel, on a bien str utilisé de plus le fait
que D est diagonale.
On obtient donc que P; est vecteur propre de A associé a la valeur propre d;;.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.17

— Les matrices A, A2, A7 sont diagonalisables dans R, donc dans C, puisqu’elles admettent n valeurs propres dis-
tinctes. On a

1 0 O
0 O 0 0
pi=(® %) me=(2 2 )o=[0 2 o
0 0 -1
Comme on I'a vu, une matrice P possible est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres, donc par
exemple :
1 1 0
2 1 1 1
PI:( 1 -1 ),PZ:( 1 —2 ),P7: 0 1 1
0 0 -1

— Lamatrice As n'est pas diagonalisable dans R, mais est diagonalisable dans C (ses valeurs propres sont distinctes),

1+i 0 1 1
D3 = .|, Ps= A
3 ( 0 1—1) 3 (—z z)

— Les matrices A4, Ag ne sont pas diagonalisables (ni dans R, ni dans C), car la valeur propre 1 a pour multiplicité 2
etla dimension de V; est égalal, doncd <r.
— Lamatrice As est diagonalisable dans R et C, car

1

2

r1:d1=2,7'2=d2:1, Zrk:?)) D5: 0 )P5:
0

k=1

S = O
N O O
oS O =
(=2 ]
—_— O

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

Laréponse est NON!
Le fait que BX = 0 implique seulement que X est dans le noyau de B, pas que B est nulle.
Pour bien fixer les idées, prenons un contre-exemple :

1 1 1
B:(l 1)»X=(_1): BX =0, etpourtant B #0et X #0.

En revanche, si BX; = 0 pour tous les vecteurs X; d'une base & de .4/, on obtient que BX = 0 pour tout vecteur X de
My, (il suffit de décomposer X sur la base &).

Ensuite, si on choisit successivement pour X les vecteurs de la base canonique de .41, on obtient que toutes les co-
lonnes de B sont nulles, donc B est nulle.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

D’apres Cayley-Hamilton, A" — I =0, donc AA""! = [ et 'inverse de A est A" !,

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.1

Voir le paragraphe “Polyndome caractéristique”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.1

Quand une valeur propre est réelle, quelle est la différence entre chercher les vecteurs propres réels et chercher les
vecteurs propres complexes?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.1

Pour la matrice As, penser a utiliser j, racine cubique de I'unité.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.1

Voir le paragraphe “Polyndome caractéristique”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.1

On obtient IT4(s) = (s — 1)*. Chercher les vecteurs propres.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.1

— Si a=0,les composantes xi, X2, X3, X4 des vecteurs propres doivent vérifier :
X1 +2Xx2 +2x3+ x4 =0.

Attention, la famille génératrice que vous avez obtenue pour V; n’est pas forcément la méme que celle proposée
dans la solution.
Comment savoir dans ce cas si votre solution est correcte ?

— Si a #0, les composantes x1, X2, X3, X4 des vecteurs propres doivent vérifier

Il
=

X2
X1+2x2+x4 = 0.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.1

Voir le paragraphe “Polyndome caractéristique”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.1

Revoir I'exercice du chapitre précédent sur les déterminants des matrices triangulaires par blocs.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.1

Chercher a déterminer les vecteurs propres écrits par blocs.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.2

Voir le paragraphe “Polyndome caractéristique”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.2

Si A€ My, onnote py,(s) =det(sl, — A).
Trouver une relation de récurrence entre p, et p,—_1.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.2

On obtient
Pn(s) =spn-1(8) + an.

Calculez py, p» ... pour établir 'expression, que vous démontrerez ensuite par récurrence.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.2

On démontre par récurrence que : p,(s) = @y + Qp 1S +... + s K+ +a;s" 1+ 5"

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.2

Résoudre AY = 1Y, puis préciser Y # 0.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.2

Montrer que I'on peut exprimer )», ys, ..., Y, en fonction de y,;. Penser a vérifier la derniere équation.

Retour a I'exercice a



En déduire que

Aide 3, Question 2, Exercice A.2.2

Y=y : , avecy; #0.

/1';_1

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe “Valeur et vecteur propres d'une matrice”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.3

Que valent (A+al)Y, A%Y?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.4

On suppose que AY = 1Y et Y #0, et on montre que 1> = —1.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1a, Exercice A.2.4

Utilisez I'Exercice A.2.3 et n'oubliez pas que Y # 0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.4

La matrice doit avoir une trace nulle, pourquoi?
Le déterminant de la matrice vaut 1, pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1b, Exercice A.2.4

Utiliser 1(a) : les valeurs propres sont i et —i, donc la trace est nulle et on peut choisir les termes diagonaux nuls.
D’autre part, le déterminant vaut 1.
On peut donc choisir
0 a
( -1/a 0 ) '

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe “Valeurs propres et matrices particulieres”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.4

Est-il possible qu'une matrice de .43 3(R) n’admette aucune valeur propre réelle?
Voir 'Exercice A.1.11.
On rappelle de plus que si P = Q, alorsnonQ — nonP.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.5

Voir le paragraphe “Polyndome caractéristique”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1a, Exercice A.2.5

Utiliser le déterminant d'un produit de matrices.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.5

Voir le paragraphe “Valeur et vecteur propres d'une matrice”.
On se place dans la cas d'une valeur propre non nulle (pourquoi?).

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1b, Exercice A.2.5

On suppose que (4, Y) (A # 0) est un couple propre de AB, écrire ce que cela signifie.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1b, Exercice A.2.5

Montrer que BY est vecteur propre de BA. Ne pas oublier de vérifier que BY # 0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2a, Exercice A.2.5

On peut utiliser la question 1(b).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2b, Exercice A.2.5

Revoir la définition d’'une famille libre.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2b, Exercice A.2.5

X=0—= AX=0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2c, Exercice A.2.5

Revoir le Chapitre 1.
Quelle inégalité existe entre le cardinal d’'une famille libre et dimension d'un sous-espace vectoriel ?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2d, Exercice A.2.5

A et B jouent des roles similaires.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.5

Voir le paragraphe “Polyndome caractéristique”.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4a, Exercice A.2.5

Revoir 'un des derniers exercices du Chapitre 2 sur le rang d’'une matrice XY .

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4a, Exercice A.2.5

Utiliser la relation entre le nombre de colonnes, la dimension du noyau, le rangde A ...

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4b, Exercice A.2.5

Utiliser le résultat de la question 2.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4b, Exercice A.2.5

Le scalaire XY est valeur propre de la matrice XY .
Faites bien la différence entre scalaire et matrice.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5a, Exercice A.2.5

Comme précédemment le rang de A permet d’obtenir la dimension de Ker A.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 5a, Exercice A.2.5

On en déduitque p; =pp =... = y—1 =0,
c’est-a-dire que 0 est valeur propre de multiplicité supérieure ou égale a n—1.
Que vaut p,?

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 5a, Exercice A.2.5

On utilise la trace de A et on obtient que
Un =Tr(A).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 5b, Exercice A.2.5

0 est valeur propre de multiplicité supérieure ou égale a n— 1, pourquoi?
Est-il possible qu’il existe une valeur propre non nulle?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 5b, Exercice A.2.5

N’oubliez pas que la trace de A est nulle.
Montrez que 0 est valeur propre de multiplicité 7.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5c, Exercice A.2.5

Etudier les cas Tr(A) = 0 et Tr(A) # 0.
Reprendre les questions (a) et (b).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.6

Si y est vecteur propre de f, que vaut f(y)?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.6

OnabiensﬁrA:( a0 )

0 A

N 2 1
On pourrait retrouver ce résultat par le calcul : A= P! AP, avec P = ( 1 -1 )

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.6

Que vaut D" quand D est une matrice diagonale?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.6

Pour savoir si B est I'inverse de A4, il suffit de calculer le produit AB.
La réponse est oui, la relation précédente est encore valable pour n = —1.
Dans le cas particulier ici, rappeler I'expression de I'inverse d'une matrice a 2 lignes et 2 colonnes.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.6

Représenter matriciellement la relation de récurrence.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.6

. (v v w .
Ecrire ( ”H) = A( ") et itérer cette relation.
Wn+1 n

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.6

. Un P . . Aot
Montrer que si u, = —, avec v, et w, qui vérifient les relations de la question précédente, alors
n

—2Up+2
u, -3 °

Unp+1 =

On choisit vy = ugy, wy = 1.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 5, Exercice A.2.6

Utiliser la question précédente pour en déduire v, et w, donc uy,.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 5, Exercice A.2.6

On obtient .
(uo—2)+2(3)" (wo+1)
n

S C—up+ (D) @+

Un

En déduire la limite de u;,,.

zes 2

Vous avez déja étudié ces suites en MT21, les valeurs 2 et —1 sont les points fixes de la fonction f définie par

—2x+2

flx) = Sa

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.7

Voir le paragraphe “Diagonalisation - condition nécessaire et suffisante” (le deuxieme théoreme).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.7

Voir les paragraphes “Diagonalisation - condition suffisante” et “Diagonalisation - condition nécessaire et suffisante” (le
deuxieme théoreme).

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.7

Calculer les sous-espaces propres et comparer la multiplicité des valeurs propres a la dimension des sous-espaces
propres.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.7

Voir le paragraphe “Diagonalisation - condition nécessaire et suffisante”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.7

Calculer toutes les valeurs propres et les sous-espaces propres correspondants et raisonner au cas par cas.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.7

Par exemple pour A = 0 (valeur propre double), on montre que pour a # 0 le sous-espace propre est de dimension 1,
donc A n’est pas diagonalisable. ..

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.8

La réponse a été donnée dans le cours.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.8

Voir le paragraphe “Trigonalisation d'une matrice”.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.8

A=Al Pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.9

Voir le paragraphe “Sous-espace propre - définition”.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.9

Voir le paragraphe “Multiplicité d'une valeur propre et dimension du sous espace propre”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.9

Quelle est la dimension de Vj ?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.9

La famille (Y, BY) est-elle liée?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.9

Est-ce que A est diagonalisable ?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.9

Lorsque A est diagonalisable, que peut-on dire sur les vecteurs propres de A?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.9

Utiliser 2. pour conclure quant aux vecteurs propres de B.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.9

En déduire que B est diagonalisable.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.10

Revoir I'Exercice A.2.8 et raisonner par I'absurde.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.10

A est une valeur propre de multiplicité n.
Calculer les vecteurs propres et montrer que le sous-espace propre est de dimension 1.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.11

Penser au rang.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1b, Exercice A.2.11

Calculer les matrices (A —21I), (A—3I) et (A—21)2. Leur rang se calcule facilement.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1b, Exercice A.2.11

Pour chacune des matrices, la dimension du noyau plus le rang vaut 3, d’ot le résultat.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2b, Exercice A.2.11

On a vu dans le Chapitre 2 que
Ker u c Ker u?,

pour tout endomorphisme u € £ (E; E). Redémontrez cette inclusion.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 2b, Exercice A.2.11

Les dimensions de Ker(A — 21) et Ker(A — 21)? sont différentes, donc I'inclusion est stricte.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2c, Exercice A.2.11

Que signifie “y; est vecteur propre de A associé a la valeur propre 2”?

Retour a I'exercice a



Ona

Aide 2, Question 2c, Exercice A.2.11

(A-2D%z=0 soit (A—2D((A-2Dz)=0 et (A-2D)z#0.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2c, Exercice A.2.11

On a bien
A((A—ZI)z) =(A-2Dz et (A-20)z #0.

Ceci permet de conclure.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.11

Ecrire a1 y; + azy2 + fz=0.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.11

Siayy +az2y2+ Bz=0,alors (A-— AL D(a1y1 + a2y + Bz) =0.
Que valent Ay;, Ay, et (A—A11)z?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.11

(A=A D) (a1y1 + a2)» + Bz) est une combinaison linéaire nulle des vecteurs y;, y» qui sont linéairement indépendants :
pourquoi?
En déduire que a5, § et donc a; sont nuls.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 4a, Exercice A.2.11

Calculer u(ey).
Quelles sont ses composantes sur la base (ej, e, e3) ?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4a, Exercice A.2.11

Revoir le produit matriciel dans le Chapitre 2.

an
uler) =Aey=| ap1 |=ane +ae+azes.
asy

On obtient ainsi la premiere colonne de la matrice.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4a, Exercice A.2.11

On détermine les autres colonnes et on trouve finalement que la matrice associée a # quand on choisit la base canonique
est A.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4b, Exercice A.2.11

Que valent Ay;, Ay, et Az?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4b, Exercice A.2.11

Ay =2y, Ayr =3y», Az=2z+ y;, ol la matrice.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4b, Exercice A.2.11

S O W
S W o

La matrice est T = (

N = O
~

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4c, Exercice A.2.11

C’est évident, A et T sont les matrices de u quand on choisit sur .45 ; 2 bases différentes.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.11

Voir le paragraphe “Cayley-Hamilton”.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 5, Exercice A.2.11

Procéder comme dans I'exemple du paragraphe.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 5, Exercice A.2.11

A partir de 'équation du polynéme caractéristique, calculer A% en fonction de A?, A et I, puis multiplier le tout par A et
réutiliser la méme équation pour obtenir A* en fonction de A%, Aet I.

Retour a I'exercice a
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