Exercices du chapitre 4 avec corrigé succinct

Exercice IV.1 Ch4-Exercicel
Quels sont les vecteurs propres de I'application identité ? Préciser les valeurs propres associées.

Solution : Tous les vecteurs, sauf le vecteur nul, sont vecteurs propres de 'identité, la valeur propre associée
est 1.

Exercice IV.2 Ch4-Exercice2

On demande de répondre a cet exercice de facon intuitive , on verra plus loin comment ’aborder de fagon plus
systématique :
— Si u est la projection de I'espace sur un plan parallelement a une droite, citer des vecteurs propres de u et
les valeurs propres associées.
- Si u estlarotation du plan d’angle « :
- quand «a = 7, citer des vecteurs du plan qui soient vecteurs propres de u, préciser les valeurs propres
associées,
- quand a = 3, pouvez-vous citer des vecteurs du plan qui soient vecteurs propres de u?

Solution :
— Pour la projection, les vecteurs non nuls du plan sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 1, les
vecteurs non nuls de la droite sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 0.
— Pour larotation si :
- a =, larotation est alors une symétrie, tout vecteur non nul du plan est vecteur propre associé a la
valeur propre —1.

- a= %, on ne peut citer aucun vecteur propre.

Exercice IV.3 Ch4-Exercice3
Montrer que si Y, est vecteur propre de A, alors aY est vecteur propre de A (pour tout a € K non nul).

Solution: aY #0,
A(aY)=a(AY) =alY = A(aY),
donc aY est vecteur propre associé a la valeur propre A.

Exercice IV.4 Ch4-Exercice4
1. Soit I la matrice identité de .4, ,, déterminer ses vecteurs propres et ses valeurs propres.

2. — Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice

35 0 O
A=l 0 52 0
0 0 69

— Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres d'une matrice diagonale.

3. Montrer que : A non inversible < 0 est valeur propre de A.

Solution :

1. Tout vecteur non nul Y est vecteur propre de I car Y = Y : la valeur propre associée est 1.



n 3.5y 3.5y1=An
2. -SiY=| y |,AY=| 52y, =AY << 52y =1y .
V3 6.9y3 6.9y3=Ay3
Ce systéme admet comme solutions :

- 1=3.5,y2=0,y3 =0, y1 quelconque non nul (pourque Y #0): Y = y;

- 1=5.2,y1=0,y3=0, y2 quelconque non nul (pourque Y #0): Y =y,

- 1=6.9,y1 =0,y2 =0, y3 quelconque non nul (pourque Y #0) : Y = y3

-0 O O - O © O =

— Cerésultat se généraliserait au cas d'une matrice diagonale quelconque : A = a;; est valeur propre, les
vecteurs propres associés sont proportionnels a la i-éme colonne de I. On a en effet d’apres les
propriétés du produit matriciel :

Al=A> AI,’ = Ai = ai,-I,-

donc

Alaly) = aAl; = aa;;I; = a;i(al;)

On a donc un couple propre (a;;, al;).

On retrouve sur ces exemples tres simples que si Y est vecteur propre associé a A alors aY est
également vecteur propre associé a A.

3. Anoninversible ©3Y #0, AY =0,

en effet le systéme AY = 0 admet toujours la solution nulle, et ce systeme admet une solution non nulle
(c’est-a-dire n’admet pas de solution unique) si et seulement si A n’est pas inversible. On a donc:

Anon inversible < 0 est valeur propre de A

Exercice IV.5 Ch4-Exercice5
— Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres réels (K = R) des matrices :

-1 2 -1 1 1 -1 0 -1
A1=( _ ))AZZ( 2 -2 ))AE}:(l 1 );A4=(1 2 ))

1 2
1 01 1 10 1 1 1
As= 0 1 0 [,As=[0 1 0 |,A7=] 0 2 3
0 0 2 0 0 2 0 0 -1
— Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres complexes (K = C) des matrices précédentes puis de la

. 1 1
matrice :Agz( iv1 9i )

Solution : Pour A; :

male)=(s+1)(s+2)—2=s*+3s=s(s+3):
2 valeurs propres simples 0 et —3.
Recherche des vecteurs propres :

- 1=0,
(A—/II)Y:O@—y1+2y2=0c>y1=2y2©Y=a( ? ),aER.
- A=-3,

1
,a €R.
4
Il était prévisible que 0 était valeur propre de cette matrice. En effet puisque ses 2 colonnes sont
proportionnelles, elle n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre.

(A—AI)Y:0©2y1+2y2:0©y1:—yon:a(

Pour A :



TA(S)=(s+1)(s+2)—2=s%+3s=s(s+3),

on obtient le méme polynéme caractéristique que pour la matrice A;. Ce résultat est général : les matrices
sont transposées I'une de I'autre.

Recherche des vecteurs propres :

- A=0,
(A—/lI)Y:Oc»—y1+y2:0@y1:yzaY:a( 1 ),ae]R.
- A=-3,

1
o | a€R.
On remarque en revanche que les vecteurs propres ne sont pas les mémes que pour la matrice A;.

(A—AI)Y:O©2y1+y2:0©y2=—2y1©Y=a(

Si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de A; et A, on obtient bien stir les mémes valeurs
propres (réelles donc complexes), quant aux vecteurs propres ils appartiennent maintenant a .4, (C) donc
on choisit les coefficients a complexes.

Pour la matrice suivante tourner la page.



Pour Az :
wals) =(s—1)%2+1:
il n'existe pas de valeurs propres réelles.

Si on cherche les valeurs propres complexes, on obtient 2 valeurs propres complexes 1 +i et 1 — i (on peut
remarquer que ces valeurs propres sont conjuguées : ce résultat est général, on le démontrera
ultérieurement).

Recherche des vecteurs propres :

- A=1+1i,

(A—)LI)Y:Oo—iyl—yZ:OQyzz—iyl@Y:a(
-A=1-1i,

1
. ),aEC.

(A—/H)Y:Oc»—iy1+y2:0©y2=iylc»Y=oc( 1 ),(xEC.

Pour la matrice suivante tourner la page.



Pour A4 :
Tals)=s(s—2)+1=s%-2s+1=(s—1)?:
on a une valeur propre double 1 =1
Recherche des vecteurs propres :
-A=1,

1
Si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de A4 on obtient bien stir la méme valeur propre
(réelle donc complexe), quant aux vecteurs propres ils appartiennent maintenant a .4/, (C) donc on choisit
les coefficients @ complexes.

(A—AI)Y:OQ—yl—yZ:Ole:—yzéY:a( ),aER.

Pour la matrice suivante tourner la page.



Pour As :
mas) = (s—1*(s-2):
A =1 est valeur propre double, A = 2 est valeur propre simple.
Recherche des vecteurs propres :
-A=1,
(A-ADY =0 y3=0<

a 1 0

0 0 0

- A=2,
(A—AI)YZOQ{

1
Y:a( 0 ),aeR.
1

Pour Ag :

wa(s) = (s=1)*(s-2),

A =1 est valeur propre double, A = 2 est valeur propre simple.
Recherche des vecteurs propres :

- 1=1,

-y1+ys =0 Q{ -y =3

1
(A—/U)Y:Oc»{ yz—g @Y:a( 0 ),aeR.

~A=2
(A—/lI)Y:Oc»{ “N+y=0 ©{ qu:
2

0
Y=al| 0 |,xeRR.
1

Si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de As et Ag on obtient bien stir les mémes valeurs
propres (réelles donc complexes), quant aux vecteurs propres ils appartiennent maintenant a .#/,; (C) donc
on choisit les coefficients a et § complexes.

Pour la matrice suivante tourner la page.



Pour A7 :

wals) =(s—1D(s-2)(s+1),

1, 2, —1 sont valeurs propres simples.
Recherche des vecteurs propres :

_/1:1»
V2+y3=0 B
¥y3=0
(A=ADY =04 y2+3y3=0 ©{ =S
_ y2=0
y3=0
1
Y=a| 0 [,acR.
0
_/1:2,
(A—/U)Y:O@{ “Vityetys=0 @{ n=y:
y3:0 y3:0
Y=a| 1 [,acR.
0
_A:_l,
(A—M)Y=0o{ 2ty ys=0 Q{ n=o0
0
Y=a|l 1 [,acR.
-1

On démontrera plus tard la propriété que I'on vient de constater sur les matrices As, Ag, A7 : a savoir les
valeurs propres d'une matrice triangulaire sont les éléments de sa diagonale.

Si on cherche les valeurs et vecteurs propres complexes de A; on obtient bien siir les mémes valeurs propres
(réelles donc complexes), quant aux vecteurs propres ils appartiennent maintenant a .#; (C) donc on choisit
les coefficients @ complexes.

Pour la matrice suivante tourner la page.



Pour Ag,
Ta®) =(-1D(s=20)—-(+D)=s?+s(-1-2))+i-1=(s—i—1)(s—1)
on obtient 2 valeurs propres complexes 1 +i et i .
Recherche des vecteurs propres :
- A=1+1i,
1
(A—/lI)Y:Oc»—iy1+y2:0©y2:iyl@Y:a( ; ),aEC.
- A=i,
(A-ADY =0 0-Dn+y=0opm=>10I-1y1 <

Yza( ,1 ),aEC.
1—1

Exercice IV.6 Ch4-Exercice6

Démontrer la propriété suivante : si A € .4, , est une matrice triangulaire ses valeurs propres sont ses termes
diagonaux.

Solution : Si A est triangulaire, il en est de méme pour sI — A donc det (sI — A) est le produit des termes
diagonaux c’est-a-dire :
n
ma(s) = 1] (s—akk),
k=1

d’ot1 les racines évidentes.

Exercice IV.7 Ch4-Exercice7
Démontrer les propriétés suivantes: si A€ 4, :

1. {Avaleur propre de A} <= {A valeur propre de A} ( avec la méme multiplicité).
2. SiAe My, (R),alors:

{A valeur propre de A} <— {A valeur propre de A (avec la méme multiplicité) }.

Solution :
1. -
ma(s) =det (sI— A) =det (SI — A) =1 4(3).
On en déduit donc la propriété suivante :
Avaleur proprede Ao m4(1) =0« nA(/i) =0 < Avaleur propre de A

2. On utilise la question précédente : si A € .4, (R), alors A= A donc si A est valeur propre de A, A est
aussi valeur propre de A (on a constaté cette propriété pour la matrice Az de I’exercice IV.5)

Exercice IV.8 Ch4-Exercice8
Les matrices A et AT ont-elles les mémes vecteurs propres 2

Solution : Les matrices A et AT n’ont pas les mémes vecteurs propres, voir les matrices A; et A, de 1’exercice
IV5.




Exercice IV.9 Ch4-Exercice9

. 5 2 1 2 L. a2 (5 -2
Soient A = ( 9 9 ), p= ( 9 5 ) On peut vérifier que P~ = ( o 1
ses valeurs propres et ses vecteurs propres, comparer avec ceux de A. Qu’en pensez-vous ?

33 72
B_( -12 -26 )

A1 =1,12 =6,

heal % )vema )

On avait déja calculé les valeurs et vecteurs propres de la matrice A dans le paragraphe "Polynéme
caractéristique" . A et B ont les mémes valeurs propres 1 et 6. Les vecteurs propres de A étaient :

el el 2)

Les vecteurs propres de A et B ne sont pas les mémes, mais on a les relations

). On définit B = P~ AP, calculer B,

Solution : On obtient:

Vi=P'Xy, =P 'X,

Exercice IV.10 Ch4-Exercicel0
Vérifier sur les matrices de 'exercice IV.5 que Zle r; = n (notations de la proposition 4.2.1).

Exercice IV.11 Ch4-Exercicell
Pour chacune des affirmations suivantes répondre par VRAI ou FAUX en justifiant votre réponse a I'aide de
démonstrations, d’exemples ou de contre-exemples selon le cas.

1. Toute matrice A € 4> (R) admet 2 valeurs propres réelles.
Il existe des matrices A € .#>»(R) qui admettent 2 valeurs propres réelles.
Il existe des matrices A € .4 »(C) qui admettent 2 valeurs propres réelles.

Toute matrice A € 4> (R) admet 2 valeurs propres complexes distinctes ou non.

AR

Il existe des matrices A € .4 »(R) qui admettent 1 valeur propre réelle et 1 valeur propre complexe non
réelle.

6. Il existe des matrices A € 4> »(R) qui admettent 1 seule valeur propre réelle simple.
7. 1l existe des matrices A € /3 3(R) qui n”admettent pas de valeur propre réelle.

Solution : Dans cet exercice on fait référence aux matrices de I'’exercice IV.5.
1. FAUX: voir la matrice As.
2. VRAI: prendre par exemple la matrice A;.

3. VRAI: on peut prendre comme précédemment la matrice A;, ou sil’on cherche une matrice a

1-i —i
i 1+

4. VRAL: A € 4> (R) c 4>, (C) (voir le paragraphe "Valeurs propres - existence et multiplicité").

. , 1 i
coefficients complexes non réels, on peut prendre 0 2 |OU

5. FAUX: une matrice A € .#>,(R) admet 2 valeurs propres complexes (éventuellement confondues,
éventuellement réelles), mais si 1 € R, A, € C, sont valeurs propres de A, A, est également valeur
propre de A, or comme A, n'est pas réelle, Ao n'est pas réelle donc différente de 1;, de plus As # A, 0n
aurait donc une matrice (€ 4>, ) avec 3 valeurs propres 11, 1, A ce qui est impossible.

6. FAUX:si A€ 4> (R), alors A € 4>, (C) donc A admet 2 valeurs propres complexes, or A a une seule
valeur propre réelle simple, donc la 2e valeur propre serait non réelle et on serait ramené a 5).

7. FAUX Les valeurs propres complexes non réelles vont par 2 (les 2 complexes conjugués) et 3 n’est pas
un multiple de 2!




Exercice IV.12 Ch4-Exercicel2
Vérifier sur les matrices de I'exercice IV.5 que la trace d'une matrice est la somme de ses valeurs propres et que
son déterminant est le produit de ses valeurs propres.

Solution :

— traceA; =-3=0+(-3), det A} =0=0x (-3), idem pour Ay,
— traceAz3=2=(1+i)+(1—-i),det A3=2=(1+1i)x(1-1i),

— traceA;=2=1+1,det A4 =1=1x1,

— traceAs=4=1+1+2,det As;=2=1x1x2,idem pour Ag,
— traceA;=2=1+2+(-1),det A;=-2=1x2x(-1),

— traceAg=2i+1=(1+i)+i,detAg=i—-1=(1+1i)xi

Exercice IV.13 Ch4-Exercicel3
On définit : :

Vy={Y € Mp | AY = AY}.
montrer que : V) est un sous espace vectoriel de .41

Solution : On montre que :
Vi#@car0e V),
Vyeststable: VietYoe V) = a1 Yi+axYoe V)

Exercice IV.14 Ch4-Exercicel4
Soit A la matrice définie par :

Reprendre les calculs qui ont déja été faits dans le paragraphe "Valeur et vecteur propres d'une matrice" pour
donner une base de Vj et V;.

Solution : Une base de V) est , Vo est de dimension 1.

0
0
1
1 0
Une base de V; est 01,11 } , V1 est de dimension 2.
0 0

Exercice IV.15 Ch4-Exercicel5
Reprendre les matrices de I'exercice IV.5 dans le cas K = C. Pour chacune d’elles, donner la multiplicité r; de
chacune de ses valeurs propres A; et préciser la dimension d; du sous espace propre V),. Vérifier I'inégalité
entre r; et d;.
Solution :
1. pour A=0,r=1,d=1;pour A=-3,r=1,d=1
pourA=0,r=1,d=1;pourA=-3,r=1,d=1
pourA=1+i,r=1,d=1;pourA=1-i,r=1,d=1
pour A=1,r=2,d=1
pourA=1,r=2,d=2;pourA=2,r=1,d=1
pourA=1,r=2,d=1;pourA=2,r=1,d=1
pourA=1lould=2oul=-1,r=1,d=1
pourA=1+i,r=1,d=1;pourA=i,r=1,d=1

® NN




Exercice IV.16 Ch4-Exercicel6

Montrer que si A= PDP~! oi1la matrice D est diagonale, alors les colonnes de P sont vecteurs propres de A,
les éléments de la diagonale de D sont les valeurs propres de A.

Solution :
A=PDP'o AP=PD & AP; = PD; =d;;P; :

ce que 'on vient d’écrire découle uniquement des propriétés du produit matriciel, on a bien str utilisé de
plus le fait que D est diagonale.
On obtient donc que P; est vecteur propre de A associé a la valeur propre d;;.

Exercice IV.17 Ch4-Exercicel?

Les matrices de I'exercice IV.5 sont-elles diagonalisables dans R, dans C?
Si oui, donner une matrice D diagonale et une matrice P réguliére telle que D = P"' AP.

Solution :
— Les matrices A;, Ay, A7 sont diagonalisables dans R donc dans C puisqu’elles admettent n valeurs propres
distinctes, on a

0 0 0 0 oo
Di=|, 5 |De=|, 5 |Dr=[0 2 0
00 -1

Comme on I’a vu une matrice P possible est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres, donc
par exemple :

11 0

2 1 1 1
Plz(l _1),P2:(1 _2),137: 01 1
00 -1

— La matrice Az n’est pas diagonalisable dans R, mais diagonalisable dans C (ses valeurs propres sont
distinctes)
1+1 0 1 1
D = . M P = . . .
3 ( 0 1-1i ) 3 ( -1 1 )

— Les matrices A4, Ag ne sont pas diagonalisables (ni dans R, ni dans C) car la valeur propre 1 a pour
multiplicité 2, la dimension de V; est égala 1 donc d < r.
— La matrice As est diagonalisable dans R et C car

2
r1:d1:2,r2:d2:1,2rk:3_

k=1
100 1 0 1
Ds=l 0 1 0|,Ps=[0 10
00 2 001

Exercice IV.18 Ch4-Exercicel8

Soit B € 4}, , et soit X € 4,1 (vecteur non nul), est-ce que BX=0=B=0?
Montrer que si {Xj,..., X;} est une base de .4, , alors

BX;=0,Vi=1,...,n = B=0.



Solution : Soit

1 1 1
o=y )= 4)
ona BX =0 etpourtant B#0et X #0.
En revanche si BX; = 0 pour tous les vecteurs X; d'une base & de .4, , on obtient que BX = 0 pour tout
vecteur X de .4, (il suffit de décomposer X sur la base &).
Ensuite, si on choisit successivement pour X les vecteurs de la base canonique de .#/,,1, on obtient que
toutes les colonnes de B sont nulles, donc B est nulle.

Exercice IV.19 Ch4-Exercicel9

Soit A€ 4y, ,(K) telle que
mals) =s"-1

Donner A~! en fonction de A.

Solution: A" —I=0donc AA™ ! =1, I'inverse de A est A" L,
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