Exercices du chapitre 6 avec corrigé succinct

Exercice VI.1 Ch6-Exercice 1 : mise sous forme de systeme d'une équadiff d’ordre 2
On veut résoudre
20 +b(0)Z' (1) +c(t)z(t) =0, b, c étant des fonctions réelles.

Transformer cette équation différentielle du second ordre en un systéme d’équations différentielles du premier
ordre.

Solution : On pose

n = ),
@ = 2@,
etdonc
x (1) =x(0) / ( 0 1 )
:A A = .
{x;(t) = b -cnnp < FOTARAD e AD={_ )

Exercice V1.2 Ch6-Exercice 2 : famille libre de 2 fonctions

2 0
On définit les fonctions Xi, X» de R dans R? par X (f) = ( eo ) et Xo(1) = ( o cost ) Montrer que (X7, X») est

une famille libre de (¢ (R, [R))z.
Solution : On remarque tout d’abord que X et X, appartiennent a (€ (R, IR))Z.
D’autre part, soient a; et @, dans R tels que

2
ae’

aXi+aX=0 = @ Xi(H)+ax2Xe(f)=0VieR — ( o= COSt
2

)20 VieR

{ aje’ =0 VteR { a1 =0
— = .
age_COSt:O VieR as =0

(Il suffit de choisir t =0.)

Exercice VI.3 Ch6-Exercice 3 : seV des solutions d'une équadiff linéaire
On définit % = {x € (€ (I,R)" | x' (1) = A(t)x(D)}.
Montrer que .% est un sous-espace vectoriel de (¢1(I,R))".

Solution : Sy n’est pas vide, car 0 € Sy et Sy est stable.

Exercice VI.4 Ch6-Exercice 4 : systeme différentiel linéaire diagonal homogene

2
Soit la matrice diagonale et dépendant de ¢ définie par A(f) = ( Ot sig ; )

Résoudre le systeme différentiel linéaire homogene
x'(0) = A1) x(2).

Montrer que I'on peut écrire x(t) = a1 X; (1) + a2 Xo (1),

ol X1, X sont 2 solutions linéairement indépendantes de (¢ (R, IR))Z.



Solution :

x1(8) =2t x,(2) x1(8) = aye’
—
x5 (£) = sin £ x,(1) X (1) = ape 08!

(@) (e
— x(t)_(xz(t))—al( 0

X () =Ax(t) = {

0
+az g—cost |

On retrouve les fonctions X;, X, définies dans I'’Exercice 2 et on a montré qu’elles étaient linéairement
indépendantes.

Exercice VI.5 Ch6-Exercice 5 : systeme différentiel linéaire diagonal non homogeéene

2t
0
Résoudre le systeme différentiel linéaire non homogene

0 .
sin ) et la fonction g(t) = (

Soit la matrice diagonale A(?) = ( | —;sin ; )

x' (1) = A x() + g(1).

Solution :
() =2tx:(0)—t

x () =Ax()+gt) < { X,(1) = sint x,(1) + 1 - tsin

On obtient deux équations différentielles indépendantes avec second membre. On résout les équations sans

second membre, on obtient

2 —
x1p(0) = are’,  xop(t) = age” %L

En réfléchissant un peu on trouve une solution particuliere pour chacune des équations qui sont

1
Xip(t) = 2’ Xop (1) = L.

12 0
x(t):al( 80 )+a2( g cost )+(

D’ou1 la solution

~ DI~
N ——

Exercice VI.6 Ch6-Exercice 6 : systdiff linéaire diagonal constant homogene

0 3
Résoudre le systéeme différentiel linéaire et constant homogene

2 0
Soit la matrice diagonale A = ( )

x' (1) = Ax(1).
Solution : , y
gy _ x (1) =2x(2) x1(f) =aie
x (1) =Ax(t) < { A1) =3x(0) { Bl = e’ avec ay, a2 € R.

Exercice VI.7 Ch6-Exercice 7 : systdiff linéaire diagonalisable constant homogene

Soit la matrice A= ( ) Résoudre le systeme différentiel linéaire et constant homogeéne

2 4

x'(t) = Ax(t).



Solution : On calcule les valeurs propres de A et on obtient A; =2 et A, = 3. On calcule des vecteurs propres

associés, on obtient
1 1
Y = , Y, = ,
(L) ee( L)

2 0 1 1
D‘(o 3)’P‘(—1 —2)’

21 = Ax(t) = P~ 'X'(t)=DP 'x(p).

donc si on note

ona A=PDP! donc

Sil'on pose z(f) = P~'x(t), on a donc en utilisant I'exercice précédent :

z1(8) =a;é*t

z(t)=Dz(t) < { () :age:'” .

On obtient enfin .

x(0) =a1e®’ +ase

avec ap, a2 € R.
X0t =-a1e?-2a,e3 ’

x(t) =Pz(t) < {

Exercice VI.8 Ch6-Exercice 8 : systdiff linéaire non diagonalisable constant homogene

1 1
-1 3
On note Y; un vecteur propre de A, on choisit Y> un vecteur quelconque tel que (Y7, Y») soit une famille libre.
On définit P=(Y; Y2). P estinversible. (Pourquoi?)

On définit A = ( ) Montrer que A n’est pas diagonalisable.

1. Montrer que T = P~! AP est une matrice triangulaire supérieure qui vérifie
fi =1t =2.

2. Résoudre le systeme différentiel linéaire et constant homogene avec une matrice non diagonalisable
x'(0) = Ax(1).

Solution : On calcule les valeurs propres de A, on obtient que 2 est valeur propre double. On détermine les
vecteurs propres associés, on obtient un sous espace propre de dimension 1 un vecteur propre est par

exemple
1
=)
1

.. 0
On peut choisir par exemple Y, = ( ] )
La matrice P est inversible puisque (Y7, Y>) forme une base de R2,

1. On note f I'application linéaire de R?> dans R? qui a x associe Ax. La matrice de f dans la base
canonique est bien stir A. D’autre part AY; =2Yj, donc la matrice de f dans la base (Y7, Y2) est
2t
T= ( 0 tlz ), d’autre part cette matrice est semblable a A (T = P~! AP), donc elle admet les mémes
22
valeurs propres donc f; = 2, ce qui termine la démonstration.

. , . 1 .
2. On peut maintenant déterminer #,. On calcule AY, = ( 3 ) = Y1 +2Y,, on obtient donc #12, =1, on

retrouve bien stir que f2 = 2. On peut maintenant résoudre le systéme :

x'(0) = Ax(t) < Z/(t)=Tz(t) avec z(t) = P~ x(p),



on obtient les équations différentielles :

(=221 <= 2z(t) = aze®,

=221+ 2l) <= z)=(a+a)e’.

On obtient enfin
(@1 +axt)e®t

x(t) =Pz(t) < x(1) = (a1+a2+a2t)62t

Exercice VI.9 Ch6-Exercice 9 : systdiff linéaire diagonalisable constant non homogene
Résoudre le systeme différentiel linéaire et constant, non homogéne

Troy (1 -1 |t
x' (1) =Ax(t)+g(?), avec A—(2 4)et g(t)_(Zt)'

Solution : 11y a deux facons de procéder :
— On effectue un changement de fonction inconnue en posant z(f) = P~1x(#). Ona:

Zi (1) =2z(¢) +4t

! _ ! _ -1
x(D)=Ax(1)+g(t) < z () =Dz(H)+ P "g(t) — { zé(t) —32,(0)—31

On résout chacune des équations différentielles, on ajoute a la solution générale de I’équation sans
second membre déja calculée dans |'exercice précédent, une solution particuliere cherchée sous forme
polyndémiale (du premier degré), on obtient :

’

z1(H) =a;e?t-2t-1
2() =ape +1+1

donc x(¢) = Pz(t) donne:
{xl(t) =a162t+a263t—t—%

X)) =-me? —2ae +1

On utilise les résultats du paragraphe “Systémes non homogenes a coefficients constants”. On connait
déja la solution générale du systéme sans second membre (homogene), il reste a calculer une solution
particuliere.On cherche cette solution x,(f) sous forme polynomiale :
r+
xp(t):( Prt+11 )
B2t+7y2

On obtient alors les équations vérifiées par B1, B2,71,72 :

b1 B =-1 p1=-1
b 71 +y2 =0 p2=0
—
2,31 +4,32 ==-2 Y1 = —%
B2 —2y1 +4y2 =0 Y2=3%

Ceci donne bien siir la méme solution.




Exercice VI.10 Ch6-Exercice 10 : équadiff linéaire cste d’ordre 2 : résolution 1
Résoudre I'équation différentielle linéaire homogene et a coefficients constants et réels

y' =2y +2y=0.
Donner les solutions dans C puis dans R.
Solution : Le trindme caractéristique s?> — 2s +2 a pour racines 1+ i et 1 —i. On obtient donc les solutions

complexes :

(1+1) (1-0)¢

y() = a eV 1 aye avec aj,a; € C.

Pour obtenir les solutions réelles, on doit choisir a;, a; complexes conjugués. Par exemple
ay=ay+iay, ar=a;—iax, avecap,a€R.
Apres calculs, on obtient les solutions réelles :
y(t) = (Bicost+ Bysint)e’, avec By, B €R,

olton aposé B =2a, et B = —2ap.

Exercice VI.11 Ch6-Exercice 11 : équadiff linéaire cste d’ordre 2 : sev des sol de dim=2

Soient £y, a, b et c des réels fixés et on suppose a # 0. On admettra que pour tout couple (g, y1) donné, il existe
une et une seule fonction y € €2(R,R) vérifiant

ay"(t)+by' (t)+cy(t)=0 VIeR,
y(%) = yo. (1.1)
¥ (to) = y1.

On note Sy = {y €E€’R,R) | y'(t)+by (t)+cy(t) =0Vte IR}

On appelle u I'application de Sy dans R?qui 2 y associe (o, y1) définis par yo = y(to), y1 = ¥' (to).

1. Montrer que Sy est un sous espace vectoriel de €2 (R, R).

Montrer que u est linéaire.

Montrer que u est bijective de Sy dans R.

En déduire que la dimension de Sy est 2.

Si A vérifie aA? + bA + ¢ = 0, montrer que la fonction y définie par y(t) = e!* appartient a Sy.

o ok WD

On suppose qu'il existe 2 racines distinctes 1 et A de 'équation aA? + bA +c = 0.
Montrer que e’ et e!2! sont 2 fonctions linéairement indépendantes de Sj.

At Aot

7. Endéduire que Vy € Sy, y(t) = a1e™’' + aze

Solution :
1. Sy contient la fonction nulle donc est non vide; on montre d’autre part que Sy est stable par
combinaison linéaire.
2. On montre facilement que u(y + z) = u(y) + u(z), et u(ay) = au(y).

3. — uestsurjective : c’est'existence de la solution du probleme

ay"(t)+by' (t)+cy(t) =0, VieR,
y(tO) = Yo,
V' (1) = 1.

qui permet de conclure : en effet, a tout couple (yy, y1) correspond une fonction y de Sp.
— u estinjective : c’est 'unicité de la solution du méme probléme qui permet de conclure. En effet, il
ne peut exister 2 fonctions distinctes de Sy qui vérifient y(ty) = yo et y' () = y1.



4. Les dimensions des 2 espaces vectoriels Sy et R? sont donc égales.
5. 1l suffit de calculer ay” () + by'(t) + cy(¢).

6. Tout d’abord, les fonctions y; et y» définies par y; (1) = eM? et y» (1) = e*! appartiennent bien a S.
Montrons que ces fonctions forment une famille libre. Soit (a1, a») € R? tel que a; y1+azy, =0.Cela
implique que

Ay

ae t+aze;‘2t =0, VteR.

Donc en particulier pour ¢ = 0, on obtient a; + ay = 0. D’autre part, la dérivée de cette fonction est
également nulle, et si on évalue la dérivée en t = 0, on obtient 1y a1 + a2 = 0.

On a donc obtenu deux équations linéaires dont les inconnues sont &, a2, le déterminant de la
matrice du systéme vaut 1; — Ay, il est donc différent de 0. Donc ce systéme admet une solution unique
a1 = ap = 0. La famille de fonctions (y1, y») est donc libre.

7. On en déduit que (y1, ¥2) est une base de Sy, donc toute fonction y de Sy se décompose sur cette base.

Exercice VI.12 Ch6-Exercice 12 : vp de matrice Compagnon 2 x 2

0 1
1. Soient f et y € R. Quel est le polyndme caractéristique de la matrice A = ( ) ?

-y b
. 1 5
2. Montrer que si A est une valeur propre de A, alors 1 est un vecteur propre associe.

3. Montrer que si A admet une valeur propre double, elle n’est pas diagonalisable.

Solution :

1. I4(s) = s? + Bs +7 (A est une matrice Compagnon, voir I'Exercice 2 du TD4).

: (HEEAEEIRE

donc ( /11 ) est un vecteur propre de A. (On rappelle que A vérifie A2 + A +7y = 0).

3. Comme onl'a déja vu: si A admettait une valeur propre double A et si A était diagonalisable, alors A
serait semblable a AI et on aurait A= P~'(AI)P = AI, ce qui n'est pas vrai.

Une autre fagon de démontrer le résultat serait :

aman=( T )

doncrang(A—AI) =1, donc dimKer(A—- AI) <1, donc la dimension de V) n’est pas égale ala
multiplicité de la valeur propre (double) A, donc A n’est pas diagonalisable.

Exercice VI.13 Ch6-Exercice 13 : équadiff linéaire cste d’ordre 2 : résolution 2

Mettre I'équation différentielle y” — 2y’ + 2y = 0 sous forme d’un systeme différentiel du premier ordre, puis le
résoudre dans C. Comparer avec les résultats obtenus dans I'Exercice A.1.10.

Solution : On pose x; = y et x, = y/, ona alors:

"ol _ xi(t) = x2(1) a0 1
yoayray=0= { B0 =—2n+2nm o T -

9 9 )x(t).



. 0 1 . ,
La matrice A = ( 9 9 ) admet 2 valeurs propres 1 +i et 1 — i, des vecteurs propres correspondants sont

1 1
Yl‘( 1+i ) YZ‘( 1-i )

On définit comme d’habitude P = (¥; Y2) et x = Pz. On résout

{zi(t) =1 +1i)z1(0)
z (1) =1-1)za(1)

on obtient .

z1(1) = ael*D!

z(1)  azelt™D!
Enfin ) )
x1(8) =ajelt Il 4 gyell=0t

xX=Pz < ) 2 . -
¢ {xz(t) =a;(1+)el* D 4 ay(1—i)el=0¢

On retrouve bien str y = x; et on vérifie que y' = x;

Exercice VI.14 Ch6-Exercice 14 : systdiff linéaire non constant non homogeéne
Résoudre le systeme :

() = z1(p),
z) (1) tzo(t) +t.

En déduire la solution du systeme différentiel x'(¢) = A(£)x(f) + g(t), avec
2t—-1 2(1-1)

2t
Al = -1 o_ ¢ )etg(t)—( ; )

Solution : On a vu dans le cours que la matrice A(f) admet 1; = 1,1, = t comme valeurs propres avec

SHEEH

comme vecteurs propres associés, indépendants de ¢.
Donc, si on pose x(f) = Pz(f),ona

ae’

z (D)
25 (1)

t
X(6)=ADx(D) +g(t) = { 20, — { a)

tzo (1) +t. 2o(1) arez —1

[2
) =ael+2aez -2

x(H) = Pa(t) = { #le) =me'+2amer -2
X () =ael+azez —1




