MT22 - Automne 2016 - Médian
Durée : 2 heures. Aucun document, calculatrice ou smartphone ne sont autorisés.
Rendez une copie par exercice.

Exercice 1. (les questions 1. et 2. sont indépendantes)

1. On considere la fonction f : R? — R définie pour (z,y) # (0,0) par

z(y + y?
fla,y) = Ay ty)
Va2 +y?
et vérifiant f(0,0) = 0.
(a) Etudier la continuité de f.
On a |f(rcosf,rsinf) — f(0,0)] = |cosf(rsing + r2sin?0)| < r + r2 = £(r), et comme

lim, ,oe(r) = 0, f est continue en (0,0). Pour (zo,y0) # (0,0) la continuité de f découle des
résultats classiques (quotient de deux fonctions continues, la fonction au dénominateur ne s’an-
nulant pas).

(b) Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0). Que peut-on en déduire sur la continuité des
dérivées partielles de f 7

On calcule les dérivées partielles en (0,0) : comme Vz # 0, f(x,0) =0,

of o f(2,0)

7p(00) = lim === =0,
et de méme puisque Vy # 0, f(0,y) =0,

of o f0y)

50 T =m0

Si f était différentiable en (0,0) on aurait

o) = 10,00+ 520,02 + ZL 0,00+ VaTH et )

avec lim, ) (0,0)€(7,y) = 0. Or ici on a
flay) oy +y°)

exr,y) = — )
(@9) Va2 + 2 x2 + 52

I ( )_1_ 332+:c3_1
xl—r>r(l)€ ik _xl—r&) 202 92’

et comme

e ne tend pas vers 0 en (0,0), donc f n’est pas différentiable en (0,0). On en conclut que les
dérivées partielles ne peuvent étre continues en (0,0) car si elles I'étaient f serait différentiable
en (0,0) (condition suffisante vue en cours).

2. Soit f:R?\ {(0,0)} — R solution de I’équation aux dérivées partielles

o5 0f _

xﬁiy_yax N

1, (1)
P de résoud données polai
que ’on se propose de résoudre en coordonnées polaires.

(a) On définit g(r,0) = f(rcosf,rsinf), calculer gg



On a g—g(r, ) = —rsin Hg—i(r cos B, rsinf) + r cos 0%(T cos @, rsind).
(b) En déduire que f(z,y) = arctan (Q) + ¢(x,y) ou ¢ est une fonction radiale arbitraire.
x

On pose z =rcosf et y = rsinf dans (1) ce qui donne

rcosﬁa—f(rcosﬁ rsinf) — rsmﬁg(rcosﬁ rsinf) =1 <

By Oz r0) =

80(
d’ou par intégration par rapport a 6,
g(r,0) = 0+ h(r),

et comme Z = tanf, on a

flz,y) =60+ h(r)= arctan( ) + h(v/ 22 + y?).

Exercice 2.

On désire fabriquer une boite (sans couvercle sur le dessus) de volume 1 m?® ayant la forme d’un pa-
rallélépipede rectangle de dimensions (en metres) : largeur a, hauteur b, profondeur c. Pour optimiser la
quantité de matiere utilisée, on désire que la somme des aires des 5 faces soit aussi petite que possible.
Quelles dimensions a, b, ¢ doit-on choisir pour fabriquer la boite (on vérifiera que la solution obtenue est bien
un minimum) ?

La somme des aires des 5 faces est égale a S = ac + 2ab + 2bc et comme la boite est de volume 1 m? on a

nécessairement abc = 1, on peut donc déja définir b = = et la fonction f : (RT*)? — R par
2 2
f(a,c) = ac+ 2ab + 2bc = ac+ - + —.
c a
La surface sera minimale si a—i 8—f = 0, soit
2 2
C — ﬁ f— 0’ a — C—Q = 0

. N 1 . . . 1 _1 ;e
ce qui donne a* —2a = 0, d’otl a* = 23, puis par substitution ¢* = 23 et b = 475. Calculons les dérivées
secondes :

0% f 4 % f o0 f 4
=2 =1, —5 =2
da? (a7, ") = (a*)3 ’ acaa(a )= ac? (a%¢") = (c*)3
Comme le discriminant A = (gjga(a*,c*))2 gz; (a* ,c*)g%(a*,c*) = —3 est négatif et g%{ > 0 on a bien

un minimum.
Exercice 3.

Soient W = (w1, ws,ws) et le champ de vecteurs V :R3 — R3 défini en tout point M(x,y, z) par
V(z,y,z) =& ANOM.

1. Le champ V dérive-t-il d'un potentiel scalaire ? Si oui déterminer ce potentiel.

WozZ — W3y
OnaV =| wsr —wiz | et rotV = 2. Donc si & # 0 alors V ne dérive pas d’'un potentiel et si
W1y — wal

@ = 0 alors V dérive d’un potentiel constant f(z,y,z) = c ou ¢ est une constante arbitraire.



2. Montrer que V dérive d’un potentiel vecteur Z, puis déterminer ce potentiel sous la forme
A = (P(y,2), Q(x, 2), R(x,y)).

On a di\i,‘_; = %(wgz — w3y) + a%(ng —w1z) + %(wly — wor) = 0 donc V dérive d'un potentiel
vecteur A et on a

IR _ 0Q
N . 8}5 0z w2z — W3y
rotA =V & %—é—%—f = | wir—wiz
oP _
e Biy w1y wol

Il y a plusieurs solutions possibles puisque 1'on peut ajouter a A n’importe quel champ dérivant
d’un potentiel scalaire. On peut procéder par identification et obtenir une des solutions possibles :

comme R ne dépend pas de z on a R(z,y) = —wg% + a(z) et comme @ ne dépend pas de y,

Qx,z) = —a&% + b(z). Avec les équations suivantes on finit par obtenir

2 2
—w 57 ;Z + o
e 2 2

2 2
_w3$ ;’y _|_,y

ol «,f,v sont trois constantes arbitraires. Mais il est possible d’obtenir avec quelques efforts
supplémentaires d’autres solutions avec des arguments de ”séparation des variables”, comme par
exemple :
—wl# + Bz +ay
A= —Wws QUQZLZQ +ar+4dz |,
—w?f‘ﬂQLy2 + Bz + dy

on notera que dans ce cas les deux potentiels proposés different juste d’'un champ dérivant d’un
potentiel scalaire puisque

rot | ar+dz | =0.
Bx + dy
Exercice 4.
1. Montrer que I'image de ’application
7 : 0,27 — R?

0 — (zo + Rcosb,yo + Rsin0)

est un cercle de centre My(zp,yp) et de rayon R.
Posons M = ~(#), on a

[MoM|[? = (71(6) — w0)* + (72(8) — yo)* = R*(cos” 8 + sin® ) = R,
donc Im~y C C(My, R). D’autre part soit M (x,y) € C(My, R), on a donc

(x = 20)* + (y — y0)* = R* & ((z — 20)/R)* + ((y — o)/ R)* = 1,
comme on a une somme de deux carrés indépendants et égale a 1, il existe 6 tel que
cost) = (z —x9)/R, sinf = (y—uyo)/R,

d’ou il existe 0 tel que x = xg + Rcosf et y = yo + Rsinf. Donc C'(My, R) C Im~. Donc au final
Im~ = C(My, R) par double inclusion.



2. On considere les cercles C de centre (0,0) et de rayon 1 et C de centre (1,0) et de rayon 1/2.

(a) Préciser 1 et o telles que C7 = Im~y; et Cy = Im~y, et faire une figure représentant Cy et Co
ainsi que leur tangente commune 7' de pente négative.

-1.5

— R? y2 : 0,27 — R?
0 — (cosf,sind) 0 +— (1+3cosf,:sind)

(b) On note M; = v1(01) et My = ~y2(62), les points de contact de T' avec C1, Cy respectivement. En
utilisant 7} et +5, montrer que 0; = 03 et retrouver ainsi une propriété géométrique connue.

En ces deux points, les tangentes sont confondues donc leurs vecteurs directeurs v;(61) et v5(62)
sont colinéaires donc le déterminant de ces deux vecteurs est nul :

—sinf; —1sin6,

1, . .
cos 6y %cos 6, | = —§(sm 01 cos Oy — cos By sinfy) = 0,

d’ou tan 87 = tan 6y soit 61 = 0s.

(¢) Ecrire que My appartient a la tangente a C7 en My, en déduire que 61 = 03 = g
MM, est colinéaire a v(61) donc le déterminant de ces deux vecteurs est nul (on a posé 0; =
92 = 0) :
- 1+%c059—c0s9 —sinf | 1 9 o 1
0= Lging —sinf  cosd —0089—2(005 0 + sin 9)—0089—2,
d’ot 6 = %.
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