Corrigé du Final MT22

Exercice 1 (Baréme approximatif : 10 points)

Y
On définit les différentes parties de IR? suivantes : 2 —
Dy :={(z,y) € R® v <6—y*ety <},
Dy :={(z,y) € R* 2> -2z +y* —2y < Oety <z}, _‘4 7 _19 (| x
D3 :={(z,y) € R? 2*+3x+y*+3y<0ety>x} !

9 /
Le domain D = (D;\Dy) U Ds est représenté ci- -

I
contre. 3
4 1

1. Cette question ne concerne que le domaine D;.

(a) Etant donnée une fonction continue f : R? — R, exprimer de deux facons différentes
I'intégrale double / f(z,y) dxdy en suite d’intégrales simples en x et en y.

(S’il y a lieu, mdzquez les découpages effectués sur la figure.)
Correction :

fededy= [ ([ seac)a= [ ([ swpar)aer [ ([ sena)ar
/1, [/ Jir= [ ([t} aes [ ([ s

(b) Avec I'une des formules précédentes, montrer que

//Dl(2y+ 1) dzdy = 0.

Correction :

m 11y? 2
2 -3
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8—8+22+12) — (~7 +27T+ - —18) = 0.
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2. (a) Montrer que Dy et D3 sont des demi-disques dont on précisera les caractéristiques
(centre et rayon).
Correction : Mettre les expressions algébriques sous forme canonique :

Dy ={(z,y) e R*% (x —1)*+ (y—1)* <2et y < x}.

L’inéquation (z —1)*+ (y —1)? < 2 désigne un disque de centre (1,1) et de rayon
V2. La section y = = passe par le centre du disque donc D, est un demi-disque.

Dy ={(z,y) ER* (x+ 32+ (y+2)* < et y >}

L'inéquation (z + 2)? 4+ (y + 2)* < 2 désigne un disque de centre (-3, —3) et
de rayon \% La section y = x passe par le centre du disque donc D3 est un

demi-disque.
(b) A T'aide d’un changement de variables en coordonnées polaires, transformer les inté-

grales doubles / f(x,y) dedy et / f(x,y) dxdy en suite d’intégrales simples.

Correction :

V2 I
/ f(:z:,y)da:dy:/ (/ f(l—{—rcos€71+7"sin9)><7’d9> dr,
Do 0 -3z
/ f(x,y)dxdy:/ </ f(=2 +rcosf,—2 +rsind) xrd@) dr,
D3 0 %

(c) En déduire que

157 35
I = //2y+1dxdy——77r+§.

Correction :

11://DI(Qy—k1)dxdy—//DQ(2y+1)dxdy+//Dg(2y+1)dmdy
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V2 I 7 T
:—/ / r(3 4 2rsinf) df dr+/ / (=24 2rsinf) dl | dr
0 f‘%‘ 0 s
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:—/\/§ [7‘(39—27“0080]74r dr+/\§5 [( 29—27‘0050)6[9}5
0 0
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V2 7
=— / (371 — 2r2V/2)dr + / (=277 + 2r*V/2)dr
0 0
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3. Soit € le bord du domaine D orienté dans le sens trigonométrique.

(a) Paramétrer la courbe €.
Correction : On a ¢ = €, U 6> U 63 ou

M("’”) €6 eI —352 (“7) - <6‘t2>,
Y Y t

x x 3 x\ 1++1v2cosb
M(y)GCKQ@H@.Z—)—Tj (y)_<1 \/isine)’
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(b) Calculer, a I’aide de la définition, la valeur de I, = / (x —y)dy.

¢
Correction :
L= [ @-vy+ [ @-piy+ [ @)y
61 %) 63
2 _8z = g
:/ (6 —t* —t)dt +/ 2(cosf — sinf) cos 0 do +/ §<COS@ —sin#) cos 6 df
_3 % %
3 292 sin(20) , 174 199 9sin(20) 9, 1%
—[Gt—g—g]_g—f— [H-I-T—i—cos 6’]1 + [Z—I—T i 0 .
8 9 or\  OT 5
:(12—5—2)—(—18+9—5)+(—7r)+(f) :T+20+6‘

(c) A Tl'aide d’un théoréme intégral, déduire des questions 2c) et 3b) que la circulation

y2

r+1
Correction : On applique le théoréme de Green-Riemann

[3:/y2d:lc+(x+1)dy://(1—2y)dxdy et /(a:—y)dy:// 1 dxdy
@ D @ D

du champ de vecteur V= le long de € est égale a I3 = 10(m + 3).



Donc

5T 5) 157 35
[ =2%x1,—][{ =2 —4+2 - ——+—=. | =1
3 X 19 1 (4+ 0+6) ( 5 —|-3) O + 30

Exercice 2 (Baréme approximatif : 5 points)

Soient A(2,4,0), B(2,4,3), C(0,0,3) et D(0,4,3) quatres points dans I’espace.
On considére le tétraédre défini par :

Q:={(z,y,2) eR’; 20 <y <4, 3x+22>6 et 2 <3}.

1. Faire une figure en perspective du tetraédre €.
Correction : Le tétraédre est représenté en rouge ci-dessous.
Les pointillés en bleu indiquent la projection D; dans le plan z = 0.
Les pointillés en vert indiquent la projection D, dans le plan x = 0.

2. (a) Déterminer la projection D; du tetra¢dre 2 dans le plan z = 0.
Correction : L'encadrement des batons parallément & (Oz) : 3 — 3 < 2 < 3
entraine x > 0.

Dy ={(z,y) e R*;20 <y <4etx>0}
A T’aide d’une figure dans le plan (xOy) on obtient

Dlz{(m,y)EIRQ;OS:L’SQethgygél}.

(b) A Taide de la méthode des batons paralléles & (Oz), transformer Pintégrale triple

///f(x, y, z) drdydz en suite d’intégrales simples.
Q
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Correction :

// flz,y,z alycalyalz—//[)1 ( 3_3if$ Y, 2 )dz)dxdy
[LL renais) ) ae

3. (a) Déterminer la projection Dy du tetraédre €2 dans le plan x = 0.
Correction : L’encadrement des batons parallément a (Oz) : 2 — Qf <z <
entraine 2 — 23—Z <?Z

SIS

Dy={(y,z) e R y <4, 2<3et4— % <y}
A Taide d’une figure dans le plan (yOz) on obtient
DzZ{(y>Z)ER2;O§Z§3et4—4§§y§4},

ou bien
Dy={(y,2) eR*;0<y<4det3—3 <»<3}L

(b) A T'aide de la méthode des batons paralléles & (Ox), transformer I'intégrale triple
///f(x, y, z) dedydz en suite d’intégrales simples.

Correction :

///fwy, dxdydz_//DQ<
/(/( 2 @y, >das>dy>dz.

f T, Y, 2 dx) dydz

/ (/334 (/ [y, 2 )d33>dz> dy.

f T, Y, % dl’) dydz

4. Calculer le volume du tétraédre ).



Correction : Utiliser la formule obtenue a la question 2b).

v = [f 1= [[ ( [ mz) iy
0 AN
<), (L)

[ B [t =] s

2 0

5. Montrer que 'ordonnée du centre de gravité de €2 est yg = ﬁ/// ydxdydz = 3.
Q

Correction :

1 1 s
yG:—///ydxdde:—// / ydz | dedy
4 4 Dy 3_ 3z
9 2
2 4
0 2z 2

2 2 2 4
3y 4 1 3 I, o 32772 2412
/0[4]295”" 4/0(;1: w)de = 11607 = =], 1
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Exercice 3 (Baréme approximatif : 5 points)

Soient Sy et Sy les deux surfaces définies par les équations implicites suivantes :

Si: =222 =2 +22=1 et Sy x4+z=1.
On considére la courbe ¥ = 51 N S,.

1. Montrer que % est également 'intersection d’un plan avec un cylindre d’axe paralléle a
(Oz).
Correction : ( ' )
z=(1—x) (plan
Me® < { (x+1)2+2y>=1 (cylindre)

2. Parameétrer la courbe ¥.

Correction :
T —1+cosf
M e € < 30 € |0,2n], (y) = < %sin& )

z 2 —cosf

o Y
3. Calculer la circulation de V = <1> le long de € orientée selon le sens croissant du
1

paramétre choisi.



Correction :

27
/V-Je:/ydwdymz:/ (—
¢ € 0

-[- 12

1
sin? 0 + 7 cos 6 + sin 6)df
B sin(29)) 1 27

—ginf — cosfh| =
1 + sin cos

V2 0

4. On considére la surface ¥ := {(z,y,2) € S1; z+ 2 <1let z > 0}.
(a) Paramétrer la surface X a I’aide des variables z et y.

TN

sl

Correction :
X X

MeX&s3x,y)eD, |y]| = Y ot D= {(z,y) € R* (x+1)+2y*> < 1.}
2 V14222 +2y2

(b) A T'aide de la paramétrisation, déterminer le champ des normales & ¥ faisant un
angle obtu avec le demi-axe positif [Oz).

Correction :
2z
1 0 £/ 142224292
— _ 0 — _ 1 — — _ B 2y
t. o , ty 2y = t; N\ ty Nosrocw
V14222 +2y2 V14222 +2y2 1

La condition « le champ des normales réalise un angle obtu avec [Oz)» signi-

fie que la troisiéme composante du champ des normales doit avoir sa troisiéme
composante négative. On choisit donc

2z

\ 14+2x2+42y2
2y

\/ 142224292
-1

N=—t,Nt, =

0
(c) Calculer le flux du champs de vecteur U = (0) a travers X.

1
Correction : On a U - N = —1, donc

// ﬁ-ﬁdaz// lj-Ndxdy://(—l)da:dy:—Aire(D):—leXW:—l
> D D

V2 V2

5. A l'aide d’'un théoréme intégral et d’une figure, commenter I'égalité des résultats obtenus
aux questions 3. et 4c.

. = — . . .
Correction : On remarque que U = —rotV. Selon la régle de la main droite, I'orien-
tation de la courbe % dans le sens croissant de 6 : 0 — 27, correspond a un champ
des normales unitaires dirigé « vers le haut » . Ce qui explique 1’égalité

[KV-d?://E(—U)-(—ﬁ)da

Il y a deux changements de signe qui se compensent.

7






