Médian MT22 - A2022

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou
démonstrations !

Les exercices 1, 2, 3 et 4 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 5 points)
Soient f; et f, deux fonctions définies sur IR? par

filz,y) =In(1 4+ /2% + y?) et fo(z,y) = zIn(1 + /22 + 3?).

1. Montrer que la fonction f; est continue en (0,0).

2. (a) La fonction f; admet-elle des dérivées partielles premiéres en (0,0) ?
(b) Justifier que f; n’est pas différentiable en (0, 0).

3. Déterminer les dérivées partielles premiéres de fo en (z,y) # (0,0).

: df2 _ Of2 _
4. Justifier que %(0,0) =0et Q_y(070) =0.

5. Montrer que la fonction f, est de classe €' sur R>.

Exercice 2 (Baréme approximatif : 6 points)
Soit A € R un paramétre et f la fonction définie sur IR? par

fla,y) = e (@? = My?).
1. Déterminer le gradient de la fonction f .
2. Montrer que si A € R\{0, 1} alors la fonction f admet deux points critiques a préciser.
Dans la suite on pose A = 3.
3. Déterminer les dérivées partielles secondes de f.
4. En déduire la nature des points critiques (minimum, maximum ou point selle).

Exercice 3 (Baréme approximatif : 4 points)
Soit a, 8 € R deux paramétres. Soit ¢ : IR* — IR une fonction de classe €' au moins et paire.
On définit le champ de vecteurs V sur D := {(z,y,2) € R?; y # 2} par

. axy + 23 . 0
VM) = 2*—z¢(y—2z) et V(0,1,0)=(0].
Baz? + yply — 2) 1
1. Montrer que
otV =0 & a=ae, B=0 etVt>0, tg(t)+20(t) =0,
ol oy et [y sont deux réels a préciser.

2. Déterminer la forme générale des fonctions ¢ de sorte que V dérive d’un potentiel scalaire.
3. Déterminer la forme générale des fonctions f : D — IR telles que V= V.
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Exercice 4 (Baréme approximatif : 5 points)
On considére le domaine défini par

9 = {(z,y) € R*; §+§§1 et 27 —y® <1}
1. Faire une figure.
2. Paramétrer le bord 4 du domaine 2.
3. Soit My(—1,%8) € 4.
(a) Placer le point M sur votre figure.
(b) Déterminer les équations paramétriques de la tangente & ¢ en M.

(c) En déduire une équation cartésienne de la tangente a € en M,.

Formulaire : on rappelle que la forme générale des solutions d’une équation différentielle du
premier ordre de la forme

y'(t) = at)y(t)

est
y(t) = Ce?,

ol A est une primitive de a & déterminer et C' € IR est une contante réelle quelconque.



