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Durée : 2h00.
Les documents et calculatrices sont interdits
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. On considere la fonction f : R? — R définie par

flz,y) = { migizgg si (z,y) # (0,0)

0 sinon .

1. La fonction f est-elle continue au point (0,0) ?
Corrigé : En utilisant la condition suffisante de continuité, on a

| f(rcos(6),rsin(0)) — 0| = |rsin(f) (1 + 251112(«9)) | < 3r

et 3r converge vers 0, lorsque r tends vers 0. D’ou la continuité au point (0, 0).

2. Déterminer les dérivées partielles de f au point (0,0), notées %(0,0) et 2—5(0, 0).

Corrigé :
a _
4 3,0y iy L0100 g,
“ of £(0.k) — £(0,0)
5y (0:0) = Jim TET T g

3. Calculer les dérivées partielles %(aﬁ,y) et g—i(x,y), pour (z,y) # (0,0). Puis, étudier la

continuité de chacune des dérivées partielles de f.
Corrigé : Pour (z,y) # (0,0)

g(:ﬁ ) = 2zy(x? + y?) — 2z(2?y + 3y°)  —day?
oz Y = (22 + y2)? (22 4 9y2)2

On remarque (par exemple) que

of

et - 1
aw (x7 x)
qui ne converge pas vers %(O, 0), lorsque = converge vers 0, d’out la non continuité.
OF (o = @AW +4%) ~ 2y(a?y +3y°) _ 't + 82>y + 3y
—_— "L‘, = =
ay Y (2 4+ y2)? (@ + y)?
On remarque (par exemple) que
of
0 =1
5 (2.0)

qui ne converge pas vers g—lyc(O, 0), lorsque = converge vers 0, d’ott la non continuité.
4. La fonction f est-elle différentiable au point (0,0) ?

Corrigé :
e(h, k) = f(h,k) — 3k _ —2h%k
’ VRZ+EE (W2 + k)VRE + k2
et
=2 o o

2/
d’ott la non-différentiabilité de f au point (0,0).

Exercice 2. On consideére la fonction f : R? — R définie par

fla,y) =2 ((n(2))* +y°).



1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f.
Corrigé :
Df = {(x,y) € R*: x > 0}.

2. Déterminer les dérivées partielles premieres de la fonction f.

Corrigé :
0
% (e.w) = (@) + 9 + 2In(a)
s
<l = 2zy.
ay(fl:,y) Ty

3. Déterminer les points critiques de la fonction f.
Corrigé : Les points (z*, y*) tels que les deux dérivées partielles s’annulent simultanément
sont donnés par y* = 0 et In(2*) +2 = 0 ou In(z*) = 0, soit z* = e~2 ou z* = 1. Alors, on
a deux points critiques (e~2,0) et (1,0)

4. Etudier la nature des points critiques.
Corrigé : On a

0?2 2
O L wy) = 2(inx) + 1)
82
(%gy(x,y) =2y.
32
ay];(x,y) = 2zx.

Alors A( ~2.0) > 0 d’ou le point (¢72,0) est un point selle. De plus, A(1,0) < 0 et
f(l 0) =2 >0, d’ou le point (1,0) est un point de minimum local.

Exercice 3. Soit le champ de vecteurs V = (ay, x + 22,2y + e*?).
1. Pour quelles valeurs de «, V dérive d'un potentiel scalaire ?
Corrigé : On doit trouver la valeur de «a telle que rot(V) = 0. La troisitme composante
du vecteur rot(V') ne s’annule que pour a = 1.
2. On suppose que 17, dérive d’un potentiel scalaire. Déterminer le potentiel.
Corrigé : Dans cette partie a = 1, ainsi, on cherche f(z,y, z) telle que grad(f) =V, soit,
en utilisant 1’égalité des deux premieres composantes
of
ox
en remplacant f dans 1’égalité des deuxiemes composantes on a
of
dy
ainsi, on a f(z,y,z) = zy + 2yz + ¢(z). Finalement, 1’égalité des troisiemes composantes
donne que ¢('z) = €, et donc que ¢(z) = e* + k. Ainsi le potentiel scalaire est donné par
)

(z,y,2) =y = f(x,y,2) = zy + k(y, 2).

(x,y,2) =+ 2z < g];(y,z) =2z = k(y,2) = 2yz + ¢(z),

flx,y,2) =2y +2yz +e* + k.

3. Pour quelles valeurs de «a, V dérive d’'un potentiel vecteur ?
Corrigé : On cherche la valeur de « telle que div(V') = 0, ce qui donne o = 0.

4. On se place dans le cas o, V dérive d’'un potentiel vecteur. On note

—

A= ( (2), h(y) + 1, =h(2)).

Trouver g et h pour que 7ot(A )
Corrigé : Dans cette partie on ¢ n51dere que o = 0, et 7ot(A) =V équivaut a

h(z)+xg'(z) =x + 22
h(y) =2y

d'out g(2) = z + c et h(y) = 2y.



Exercice 4.
Pour tout a € R, on considere 1’équation suivante :

(Sa): 224y —azf=a—1.

1. En discutant selon les valeurs de a déterminer la nature de (S, ). Faire une figure représentant
les cas possibles.

Corrigé : Tout d’abord, on peut vérifier que cette équation est définie seulement pour
a > 0, puisque 22 + 4> = az? + a — 1. Dans le cas o > 1, on obtient un hyperboloide &
une nappe de révolution autour de ’axe 0%. Dans ce cas, ’équation paramétrique est

z=+vVa—1+az?cos(f)
(Sa): y:\/a—l—kazQsin(Q) 0<0<2m zeR.

Z=Z

De plus, pour @ = 1, on obtient un cone de révolution autour de l'axe o0z, d’équation
paramétrique

x = |z| cos(h)
(S1) =4 y=|z|sin(0) 0<60<2m zeR
z=2z

Par ailleurs, pour 0 < o < 1, on obtient un hyperboloide & deux nappes de révolution
autour de 'axe 0%, d’équation paramétrique

z=vVa—1+az?cos(f)

1—a 11—«
(Sa) =< y=+Va—1+ az?sin(0) 0<0<2m 2< — - ouz > -
2=z
2. Soit My = (=o, Y0, 20) un point quelconque appartenant a (S,). Déterminer 1’équation

cartésienne du plan tangent a (S,) en M.

Corrigé : Puisque My = (20, Yo, 20) € (Sa), on sait que 23 + y3 — az3 = a — 1 et de plus

N = 2(x,yo, —zp) est vecteur normal a (S,) au point My. Alors le plan tangent est

zo(z — o) + Yo(y — Yo) — azo(z — 20) = 2oz + Yoy — azoz —a+1=0.
3. On suppose que o # 0 et o # 1. Trouver le plan tangent a (S,) en My qui contient le
vecteur 4 = (1,1,0) et les points (1,1,1) et (—1,1,0).

Corrigé : On a @ est orthogonal au vecteur normal N = (0, Y0, —zp). Cela implique que
U.N = x9 + yg = 0. De plus, on a

To+ 1y —azg—a+1=0

et
—xo+yo—a+1=0.

===,y = O“T_l et g = %H On injecte le tout dans I’équation
du plan tangent, on obtient que ’équation du plan tangent —x + y 4+ 2z = 2.

Cela montre que zy = =2+



