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Exercice 1. Soit ¢ une constante réelle. On considere 1’équation suivante, dite équation de
transport :
%(t,x) = ca—(t,x). (1)
On suppose désormais que f(t,z) = a(x+ h(t)) ol a et h sont des fonctions dérivables. De plus,
on suppose que h(0) = 0.
of of

1. Calculer e et 9 en fonction des dérivées premieres de a et h.
x

Corrigé : On a

af / !
O (12 = W0 (@ + (1)
et
of /
%(t,x) =a' (x4 h(t)).

2. Trouver la fonction h pour que f soit une solution de 1’équation de transport (1), pour
toute fonction a.

Corrigé : Si f est une solution de (1), alors on obtient que h'(t) = ¢. Cela implique que
h(t) = ct + K. Vu que h(0) = 0 on déduit que h(t) = ct.

Exercice 2. On considere la fonction f : R? — R définie par

1 1 1
f(x’y)zl—w+1—y+:c+y’ pour tout 0<z <1, 0<y<l1.

1. Déterminer les points critiques de f.
Indication : On pourra utiliser a? — b = (a + b)(a — b).

Corrigé : On résout le syteme %(x,y) =0et g—i(m,y) = 0. A savoir
1 1 1 1
— =0 et — =0
(1-2)? (z+y)? (1-y)? (z+y)?

On soustrait les deux équations on obtient

1-9?-(01-2)°_ @2-z-y)(z—y

= = O_
(1—2)*(1—y)? (1—2)?(1—y)?
Puisque 0 <z < let 0 <y <1, on sait que 0 < z +y < 2, donc x = y. Cela qui implique
que (1 — 2)? = 422 et par conséquent z = % oux =—1. Vuque 0 <z <1, on déduit que
( %, %) est le seul point critique.
2. Etudier la nature de ces points ?
Corrigé : On calcule les dérivées partielles d’ordre 2 de f :
0% f 2 2 0% f 2 0% f 2 2
ZJ - =" ot L = )
i L—ap (@+y)® dwdy ®5) @ry? ° oy @) L—yP (@ty?

D’ou
_op vy _2r, Of (11N _2 o Pf (11 _ 2T
“Tor2\33) "2 YT aray\3°3) " 4 ‘T o2 \33) 2

On remarque que A = 4(b%> — ac) = % —27% < 0 et car a > 0, on déduit que (1,1) est un
point de minimum.




Exercice 3.

1. Le théoréeme de Taylor-Young assure qu’une fonction g deux fois dérivables vérifie la fomule
suivante :

9" (o) 2 2 ;
51 (x —x0)" + (x —x0)%€(x) avec lim e(x)=0.
! a—xo

9(z) = g(xo) + ¢'(z0)(z — 20) +
Soit g(x) = e®. Donner le développement limité & l'ordre 2 de g(z), au voisinage de 0.

Corrigé : On a
2

=1+t =+ 22e(x) avec lim e(z) = 0.
2 z—0

2. On considere la fonction f définie par

1 sinon .

ez2+y2_1 .
fay) =4 @77 9 (z,y) # (0,0)
(a) La fonction f est-elle continue au point (0,0)?

Corrigé : On considere les coordonnées polaires x = rcos(f) et y = rsin(f), avec
r>0et 0<60 < 2w On peut vérifier que

f(rcos(0),rsin(f)) =

r2
Ce qui prove, d’apres le développement limité de e®, que

2

™ _1 2
lim f(r cos(6), rsin(9)) = lim ¢ = lim — =1 = £(0,0).
rT—

r—0 r r—0 ’r‘2

Alors f est continue en (0, 0).

(b) Les dérivées partielles premieres de f existent-elles au point (0,0) ?

Corrigé : Par la définition des dérivées partielles et en utilisant toujours le développement
limité de e*, on peut voir que

of _ f(h,0)— (0,00 . e —1-h> Rt
ox (0,0) s h sy h3 h0 2h3 0
De méme, on peut prouver que %(0, 0) = 0.

(c) La fonction f est-elle différentiable au point (0,0)?

Corrigé : Il suffit de calculer la limite suivante

h. k) — h2+k2—1—h2—k‘2
lm e(h k)= tm LUK 2SO0y e .

(hk)—0 (hk)—>0 /B2 + k2 (h,k)—0 (h? + kQ)%
On passe en coordonnées polaires, on obtient que

e’ —1—r? r
(h}licr)ILOE(h’ k) = 11ﬁ1£% e(rcos(f),rsin(f)) = }g% 3 = }13% 53 = 0.

Donc f est différentiable en (0,0).



(d) Les dérivées partielles de f sont-elles continues au point (0,0) ?

Corrigé : On peut voir que

(x2+y2)?
Oz si (z,y) = (0,0).

De plus, si on considere les coordonnées polaires, on peut vérifier que

(22 2e‘"”z‘*' 271’6392-‘_27 .
af<x,y>={2( M 8 @) £ 00

22 cos(6)e™ — 2 cos()(e” — 1)

g(r cos(#),rsin(0)) = =

ox

Alors

2 2 A 2 4
lim 8—(7" cos(0), rsin(f)) = lim r%cos(0)(2 + 2% + %) — cos(0)(2r? + 1)

r—0 Jx r—0 7’3

. 3 —
= Th_r%(r—l—r )cos(f) =0,

car |cos()] < 1. Cela montre que la dérivée partielle de f par rapport & z, est
continue en (0,0). De méme fagon on peut montrer que la dérivée partielle de f par
rapport a y, est aussi continue en (0, 0).

Exercice 4. Soient « et 8 deux constantes réelles. On considere le champ de vecteurs
V= (y + Bz, x — 2y + 202,28y + az).

1. Sous quelles conditions portant sur a et 8 le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel
scalaire.

Corrigé : V dérive d’un potentiel scalaire si et seulement si rot(V) = 0. De plus, on a

—

rot(V) = (2(8 — @),0,0) et par conséquent rot(V) = 0 ssi 5 = a.
2. On suppose que V dérive d’un potentiel scalaire f telle que f(0,0,0) = —1et f(1,1,1) = 1.
Calculer, dans ce cas, f, a et .

Corrigé : Dans ce cas, on sait que rot(‘?) = 0, donc B = . On cherche maintenant une
fonction f telle que

of

7(15,y,2):y+05$ (1)
o
5, (Y, 2) = =2y +2az (2)
of
g(x, Y, z) =20y + az (3)

On integre ’équation (1) par rapport a x, on obtient
@ 9
f(wv Y, Z) =Ty + 5% + g(y7 Z).

On dérive cette équation par rapport a y, on déduit, par I’équation (2), que

gg(y, z) = —2y + 2az.

Cela montre que g(y, z) = —y? + 2azy + h(z) et par conséquent
a
f(zyy,2) =2y + 5302 —y® + 2azy + h(z).

Finalement, on dérive cette équation par rapport a z, on déduit, par I’équation (3), que
W (z) = az. Alors h(z) = 2%+ ¢, d’out

f(z,y,2) :$y+%$2—y2+2azy+%z2+c.

De plus, puisque f(0,0,0) = —1 et f(1,1,1) = 1, on obtient que c = —1 et a = %



3. Pour quelles valeurs de « et S le champ de vecteurs V dérive d’'un potentiel scalaire et
d’un potentiel vecteur ?

Corrigé : D’apres la premiere question, on sait que V dérive d'un potentiel scalaire ssi
a = (. De plus, si V' dérive d'un potentiel vecteur on a div(V') = 0, donc S+ a = 2. Cela
montre que o = 5 = 1.

4. On se place dans le cas précédent et on suppose que V = rot((j) avec
U = (—g(y) + 2¢(x,y), —2(x,y), —2zz) on ¢(0) =0.

Déterminer la forme générale des fonctions g, 1 et ¢. En déduire la forme de U.

Corrigé : Dans ce cas, on sait que a = § = 1. On commence a calculer

rot([) = (o). 22 + 0(e.). =5 o) — 25 0) 49 0)).
D’ou
P(z,y) =y +a (1)
22+ ¢(x,y) =z — 2y + 2z (2)

—232(w,y) — 22w, y) + g (y) =2y +2 (3).

D’apres (1) et (2), on a ¢(x,y) =y +x et ¢(x,y) = x — 2y. On remplace cela dans (3), on
obtient que ¢/(y) = 2y, alors g(y) = y? car g(0) = 0.
Exercice 5.

1. On considere les surfaces (S1) et (S2) de R3, d’équations paramétriques suivantes :

x =+v1—v2cos(u) x = vcos(u)
(S1):q y=v1—2v2sin(u) wel0,2r,0<v<1, (S2):q y=wsin(u) wuwel0,27[,0<v<1.
zZ=0 z=w

(a) Déterminer une équation cartésienne implicite de (S71) et une équation cartésienne
implicite de (52).

Corrigé :
(S1) :x*+y?+22=1 avec 2>0

(S9) :a?4+9y?—22=0 avec 0<z<1.

(b) Quelles sont les natures des surfaces (S1) et (S2) ? On précisera notamment si ce sont
des surfaces de révolution et, si c’est le cas, on précisera leur axe de révolution.

Corrigé : (S1) est une demi-sphere de centre (0,0,0) et de rayon 1 et (S2) est une
partie d'un cone d’axe 0%. Les deux surfaces sont des surfaces de révolutions autour
de l'axe o%.

2. Soit C la courbe d’intersection entre les deux surfaces (51) et (S2).

(a) Déterminer un vecteur N; normal & (S1) au point My = (z0, yo, Z0), puis un vecteur
N3 normal & (S2) au point M.

Corrigé : On utilise les équations cartésiennes de (S7) et de (S2), on déduit que

Ny = 2(z0,40,20), et No = 2(x0, Y0, —20)-



(b) En déduire un vecteur tangent a la courbe C' au point Mj.

Corrigé : 1l suffit de faire le produit vectoriel entre Ni et NQ, on trouve le vecteur
tangent suivant

‘7 = ]\71 A\ NQ = 820(—3/0,330, 0).

(¢) Montrer que C' peut s’écrire comme lintersection d’un cylindre et d’un plan, en
précisant leurs équations.

Corrigé : On sait que

Alors
C— 24yt ra?+y?=1, | 2*+y*=35  (cylindre)
T 222=1, avec z>0. | z= \% (plan).

(d) Obtenir une équation paramétrique de C'.

Corrigé : On paramétre C', avec les coordonnées polaires, ce qui donne

C = 0<6<2m.
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(e) Retrouver, en utilisant la question précedente, un vecteur tangent a la courbe C' au
point M.

Corrigé : Soit My = (% cos(@o),%sin(Qo),%), alors le vecteur suivant est un

vecteur tangent a C' en My

. 1 . 1
U= (_\/ﬁ sin(6yp), \/QCOS(HO),O) = (—yo, 0, 0).



