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Exercice 1. (9 points)

1. Soit f la fonction définie par :

_ [ @ +y?)sin(rh) st (2,y) #(0,0)
flay) = { 0 h si (x,y) =

(a) La fonction f est-elle continue en (0,0)?

Corrigé (1 pt) : On considére les coordonnées polaires x = r cos(6) et y = rsin(f), avec r > 0
et 0 < 0 < 2mw. On peut vérifier que

|f(r cos(0), rsin(0))| = r? "

sin (MN <r?

Ce qui prouve que
lir% f(rcos(9),rsin(f)) =0 = f(0,0).
r—

Alors f est continue en (0,0).

(b) La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ?

Corrigé (1 pt) : Par la définition des dérivées partielles, on a

of _ i S0) = f(0,0) (1Y
oo PO =T ) =0
car |hsin(+)| < |h|. De méme, on peut prouver que %(0,0) =0.

(c) La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?

Corrigé (1 pt) : Il suffit de calculer la limite suivante

m e(h k) = lim R \/h2+k231n<h_k),

(hE)—=0 -~ (hk)=0 VAZ F k2 (hk)—0 h2? + k2
Puisque [vh? + k2 sin(hlei;,lzgﬂ < Vh? + k2, cette limite est bien nulle, donc f est différentiable
en (0,0).

(d) Les dérivées partielles de f sont-elles continues en (0,0) ?

Corrigé (2 pts) : On peut voir que

2 2
ﬁ(x ) = 2x sin(w"g;zz) + ¥ ;g;;gw coS(mﬁ_T_Zg) si (z,y) # (0,0)
ou 0 S (wy) =

De plus, si on consideére le chemin y = z, on peut vérifier que
lim —(x,2) =1.
7—0 81‘( i )

Cela montre que la dérivée partielle de f par rapport & z, n’est pas continue en (0,0). De
méme fagon on peut montrer que la dérivée partielle de f par rapport & y, n’est pas aussi
continue en (0,0).

2. On souhaite étudier les extremums de la fonction définie auparavant.

(a) Montrer qu'il n’y a qu’un seul point critique de la forme (zg, ), en distinguant les cas zog = 0
et g #0. .

Corrigé (2 pts) : On a



O = { 270G+ S ) W ) 400
0 si (z,y)=(0,0

et

af(;g,y){ iysin(z’élijz””Z;iiggwcos@;gz) s Exyiyégggg
si (z,y) =(0,0).

Cela montre que (0, 0) est un point critique et c’est le seul point critique sous la forme (xq, o),
car pour xg # 0 on a g—i(:co,xo) =1let %(1.071’.0) =—1.

(b) Pour tout n € N, on considere la suite

1
5 +nm

Ty =
Calculer la limite de x,, lorsque n tend vers +o00 et f(z,, —x,). .
Corrigé (1 pt) :
1 2(-1)"
lim z,=0, et f(z,,—x,) =222sin () = (7)2
o ) " G
(c) En utilisant la question précédente, donner la nature du point critique de la forme (zg, z¢).
Corrigé (1 pt) : Vu que (0,0) est le seul point critique, il suffit d’étudier le signe de f(z,y) —
f(0,0) = f(x,y) au voisinage de (0,0). D’apres la question précédente, on sait que la suite
(2, —xn) — (0,0) lorsque n tend vers 400, donc les points (x,,, —x,) (& partir d’un certain n)

sont toujours voisins de l'origine. De plus, on sait que f(x,, —z,) change de signe, cela montre
que (0,0) n’est pas un point d’extremum.

Exercice 2. (6 points) Soit h une fonction dérivable définie de R dans R. On considere le champ de
vecteurs :

1. Trouver la fonction h telle que rot(v =0.

Corrigé (1 pt) : On a
y(2+1'(2))

rot(V) = | —z(2+1'(2))

0
Cela montre que rot(V) = 0 ssi 2 + h/(z) = 0. Par conséquent, h(z) = —2z + ¢1, vu que h(0) = 1
on déduit que h(z) = —2z + 1.
2. Trouver la fonction h telle que div(V) = 0.

Corrigé (1 pt) : Si div(V) = 0, alors —2h(z) 4+ K/ (z) = 0. Cela implique que h(z) = c2e2* et
puisque h(0) = 1, on déduit que h(z) = e?.

3. On suppose que V dérive d’'un potentiel scalaire f. Déterminer f.
Corrigé (2 pts) : Dans ce cas, on sait que rot(V) = 0, donc h(z) = —2z+1. On cherche maintenant
une fonction f telle que

O (. 2) = 202w (1)

gy

87(:”’ Y, 2) =2yz —y (2)
Y

L=ty =241 ()



On integre I’équation (1) par rapport & z, on obtient

2
x
flany,2) =2 = 5+ g(y,2)

On dérive cette équation par rapport a y, on déduit, par I’équation (2), que

dg B
67;(:"’ z) =2yz —y.

Cela montre que g(y, z) = y%z — % + h(z) et par conséquent

2 2
fay ) =%z ty?z = 5~ L),
Finalement, on dérive cette équation par rapport & z, on déduit, par I’équation (3), que
B (z)=—22z+1.

Alors h(z) = =22 + 2 + ¢, d’ou

x
flz,y,2) =22 4+9°2— — - = — Z+z+ec

. On suppose que V dérive d'un potentiel vecteur, que 1’on note U. On cherche un tel champ sous la
forme

—9(y)f(2) — o(y)
gx)f(z) +¢(x) |, avec ¢(0)=1,f(0)=1,9(2) =1

0

.l
Il

Déterminer la forme générale des fonctions g, f et ¢. En déduire la forme de U.
Corrigé (2 pts) : Dans ce cas, on sait que div(V) = 0, donc h(z) = ¢2*. On commence & calculer
—g(z)f'(2)
rot(U) = —9W)f'(2)

(9'(2) +9'(9)f(2) + ¢'(x) + ¢'(y)

On doit donc résoudre le systéeme suivant

g(x)f'(2) = we* (1)
9(y)f'(2) = ye** (2)
G @) +dW)f(2)+ ¢ (x) + ¢ (y) =2 +y* + e (3)

D’apres (1) et (2), on a
g@) _gly) _ ¥
x y  f'(2)
On en déduit que ces trois quantités ne dépendent ni de z, ni de y, ni de z et qu’elles sont donc
constantes, a savoir

! 1 z
g(z) = Mz, g(y) =My et f'(z) = 7162 :

Vu que ¢g(2) = 1 et f(0) = 1, on obtient que A; = % et par conséquent, g(x) = %x et f(z) = e?=.
Maintenant, par I’équation (3), on peut voir que

¢'(x) — 2 = y* — ¢/ (y)

On en déduit que ces deux quantités ne dépendent ni de x, ni de y et qu’elles sont donc constantes,
a savoir



Alors, a = 0 et de plus puisque ¢(0) =1, on a

On conclut que

i}

1

8
w

Exercice 3. (5 points) On considere la fonction suivante

flx,y,2) = sin(v/2% +y? + 22),
1. Calculer le laplacien de f, A f”.
Corrigé (3 pts) : on a

x,Y,2) = —F/—=——=COS $2+ 2+22, —(x,Yy,2) = ———=C0s .’L'2+ 2_|_22,
By (T Y 2) R ( yi ), 5 @02) - ( y?+2%)

af z
a(x,y,z) = W cos(v/z? +y? + 22).

En dérivant une deuxieéme fois, pour calculer les dérivées partielles secondes, & savoir :

0? 24 52 2
P o92) = L con( P4 P ) — sV TP ),
X

(x2+y2+z2)% 22 + y2 + 22
82 f 22 + 22 Y2 '
5 09 = s VT ) G Vet ke )
et
2

o2 2 2
aizép(x,y,z) = Ly‘gcos(\/m) _ Zisin(m)

($2+y2+22)§ x2+y2+22

La somme des trois équations implique
_ 9*f % f an 2 . :
Af(z,y,2) = gz(,y,2) + 55 (@, 2) F(x,y,2) = WCOb(v$2+y2+22) —sin(y/2? +y? + 22).

2. Retrouver le résultat précédent en utilisant les coordonnées sphériques.

Corrigé (2 pts) : Pour utiliser la formule du Laplacien en coordonnées sphériques, on exprime f
en
x = rcos(¢) cos(8), y = rcos(¢) sin(h) et z = rsin(¢) , & savoir

f(rcos(¢) cos(8),r cos(¢) sin(8), r sin(¢ cos2(¢) cos?(0) + 72 cos?(¢) sin?(0) + 72 sin?(¢))

i
= sm\/ 2 cos2(¢)(cos? () + sin®(6)) + r2 sin®(¢))
sin /(7

—_————
=1

2 cos?(¢) + +r2sin®(¢)) = sin(r) = g(r, 0, 9).

Alors
2 2 2

89(7“9(;5) —sin(r), 89(7“9(;5)—0 o 29 9(r,0,) = 0.

g
.\ 9’ QS) = COS(’]”), Ir 2 802 8@52

87“(

Nous remplacgons cela dans la formule du Laplacien en coordonnées sphériques, nous déduisons que

2 2 2
Af(x,y,2) = 5h(@y,2) + Fh@,y,2) + Sh(2,,2)
2 2 an 2
54(r,0,0) + ?gs<r,a,¢> + ey 5 (1,0, 0) — L 881,60, 6) + L 54 (r, 60, 0)
—sin(r) + 2 cos(r)

\/% cos(v/x? + y2 + 22) — sin(\/2? + % + 22).

T2 +4y2422



Rappel : Soit r, 0 et ¢ les coordonnées sphériques d’un point M = (z,y, z) de R3. Alors ’experssion du

laplacien en coordonnées sphériques est donnée par la forumle suivante

Af(rcos(¢) cos(d),r cos(¢) sin(f), rsin(¢)) =

0%g 2 dg 1 0%g tan(¢) dg
82( 9¢)+**( 0,¢)+ maeg( r,0,¢) — 2 6¢( 7,0, 0) + 28752(’ ,9)

ot f(rcos(¢) cos(0),rcos(¢)sin(f), rsin(¢)) = g(r, 0, ).




