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Exercice 1. (7 points)

1. On consideére pour n € N — {0} le champ de vecteurs

(a)

V= (naz" ' cos(y), —2" sin(y)) .

Pour quelles valeurs de a et n le champ V dérive t-il d'un potentiel scalaire ?

Corrigé [1 point] : On peut voir que rot(V) = (0,0, nz"!sin(y)(—1+ «)). Par conséquent,
V' dérive d’un potentiel scalaire ssi a = 1.

On suppose que V dérive d'un potentiel scalaire que 1’on notera f(z,y). Déterminer f(z,y).
Corrigé [1 point] : Le potentiel scalaire est f(z,y) = 2™ cos(y) + k.

En déduire la circulation de V le long du segment [A C] avec A = (0,0) et C' = (1,1) (préciser
Porientation choisie).

Corrigé [1 point] : Puisque V dérive d’un potentiel scalaire alors

Tia (V) = £(C) = f(A) = f(1,1) = f(0,0) = cos(1).

2. Soit C la courbe définie par le triangle ABC avec A = (0,0), B = (0,1) et C = (1,1).

(a)

Paramétrer la courbe C.
Corrigé [1,5 points] : On a C = [A C]U[C B]U[B A], ou

[AC]:{ ;:f 0<z<l1, [C’B]:{ y

z=0
B A| = 0<y<l.
Ba={ 520 0<y<
Calculer, pour toute valeur de «, la circulation de V le long des segments [A B] et [B C]
(préciser les orientations choisies).
Corrigé [1 point] : D’apres la définition de la circulation, on obtient

0
nax™ ! cos(y)dx — x" sin(y)dy = cos(l)/ nazr" tdr = —acos(1),
1

Te p(V) = /

[C B]
Tip 4)(V) = / naz™ ! cos(y)dx — x" sin(y)dy = 0.
(B A]

Soit D le domaine délimité par le triangle ABC. On suppose que

5 // (aQ 2,y) 8P£)Z’y)>dxdy'

Calculer, & I'aide du théoréme de Green-Riemann, la circulation de V le long du segment [AC)
en fonction de « et 3, en précisant 1’orientation choisie.

Corrigé [1 point] : On oriente C dans le sens trigonométrique, on déduit par la formule de
Green-Riemann que

Te(V) = / nax™ ! cos(y)dr — x" sin(y)dy = // nxz™ tsin(y)(—1 + a)dzdy = .
c D
De plus, on sait que
Te(V) = Tia c}(v) +Tie (V /) +TiB 4)(V /) = Tiac)(V V) — acos(1).

Donc T4 ¢)(V /) = B+ acos(1).

Donner la valeur de 3 lorsque V dérive d’un potentiel scalaire et retrouver la circulation de 1%
le long du segment [A C] dans ce cas, en précisant orientation choisie.
Corrigé [0.5 point] : Si a = 1, alors on a # = 0 et par conséquent T4 ¢1(V') = cos(1).




Exercice 2. (16 points)

1. Soit
D:{(:E,y)G]R2 tel que y<x2+y2<1,x>0}.

(a) Représenter D graphiquement.
Indication : On pourra écrire y = x2 + y comme l’équation d’un cercle.
Corrigé [0.5 point] : Puisque y < 22 +y? équivaut a 2% + (y — 7) > 1/4, D est l'intersection
de lintérieur du demi-disque (car = > 0) de centre O et de rayon 1 et de 'extérieur du
demi-disque (car z > 0) de centre (1,0) et de rayon 1.

(b) Trouver laire de D, en utilisant les résultats connus sur les aires de secteur de disque.
Corrigé [0.5 point] : On sait que 'aire d’un disque de rayon R vaut 7R%. D’ou

(c) Soit D~ = DnN{y <0} et DT = DN{y > 0}. Calculer les aires de DT et de D™, en effectuant
un changement de variables en coordonnées polaires.
Corrigé [2 points] : Par le changement de variables © = rcos(f) et y = rsin(f), on peut
vérifier que
(r,y) € DT & sin(f) <r<1,0<6 < g
(J;,y)ED_<:>0<T<1,—g§9§0.

De plus, puisque |J| = r, on déduit que

A 327t
A(DF) :// dmdy:/ / rdr d@:/ [T} do
D+ 0 sin(6) 0 2 sin(0)

CLE o, 1 [E 1 sin(20)1%
= 2/ cos”(0)df = 4/ (1+ cos(20))df = 1 {9—&— 5

//_da;dy—/g [/Olrdr] daz/_og [ﬂ:dg

1

—x
2

De méme,

N

(d) En déduire aire de D.
Corrigé [0.5 point] : A(D) = A(D") + A(D™) = 3F.

2. On suppose que C est le bord de D orienté dans le sens trigonométrique.

(a) Paramétrer la courbe C.
Corrigé [1.5 points] : On a C = C; UCs UCs, ol

[ x=cos(9) T
Cl{ y=sin(e) 205

(b) Calculer la circulation de U = (—y,z) le long de la courbe C directement puis en utilisant le
théoreme de Green-Riemann.
Corrigé [1.5 points] :
187 méthode : On oriente C dans le sens trigonométrique, en utilisant la définition de la
circulation, on obtient

'TC((}):/C—ydm—i—xdy :/c —yd:v—i—xdy—f—/c —ydx—i—xdy—i—/ —ydx + xdy
;r 2

[ : (sin2(6) + cos?(8))dd + / X

us
2

1 : 1
: Z[(8111(9) + 1) sin(6) + 1 cos?()]dd

2 2
2

i/ﬂgu +sin(0))d6

2

I

=

>

+
I



261M€ méthode : D’apres la formule de Green-Riemann, on sait que

%(ﬁ)z/—ydm—l—xdy:Z// dmdy:QA(D):ZE.
c D 4

(¢) En déduire la circulation de V = (zsin(z? + y2), ysin(z2 4 y2) + ) le long de la courbe C.
Corrigé [0.5 point] : D’apres la formule de Green-Riemann, on sait que

Te(V) = /stin(gc2 +y%)dx + (ysin(z? + y?) + x)dy = //D dxdy = A(D) = —.

3. Soit f(x,y) = \/#Tyz

(a) En effectuant le changement de variables, = r cos(f) et y = rsin(f), calculer

I = / [ty e 1 / /D S y)dady

Indication : On pourra utiliser que 7 = sin(f) sur le cercle d’équation y = 22 + y2.
Corrigé [2 points] : On a

0 1 0
T T 1 s
I = 7d7‘d9=—7/ ——du = —.
! /_ﬂ/g/o \V1—1r2 2 /)5 2\/6 2

Au vu de la relation y < 22 + y2, nous avons en coordonnées polaires rsin(f) < r
sin(f) < r pour 0 < r <1, ainsi

/2 pl r w/2 0 1 /2 w/2
I, = / / ———drdf = —/ / ——dudf = / \/1 —sin*(0)dh = / cos(0)df = 1.
0 sin(0) V1 — 12 0 1—sin?(9) 2V 0 ( 0 )

(b) En déduire la valeur de
I= // f(x,y)dzdy.
D

Corrigé [0.5 point] : [ =1, + I, = § + 1.

4. On consideére le volume suivant :

2. alors

V={(x,y,z)€R3 tel que y<a®+y? 22 +y2+22<1, >0, z>0}.

(a) Faire une figure représentant V et déterminer la projection de V sur le plan (zOy).
Corrigé [0.5 point] : La projection de V sur le plan (xOy) est le domaine D de la premiere

partie de ’exercice.
J= /// ;d:vd dz
B v 1—a2—y2 yaz.

(b) Calculer
Corrigé [0.5 point] : On utilise I'intégration par la méthode de batons, on obtient

J // / I dz | dad // b = 1="11
= z | dedy = xdy =1 = — + 1.
AL o (O Y E e 2

(c) Calculer le volume de V.
Corrigé [1.5 points] : On a

voy= [ [ [ asavis= [ [ ( /O“‘“‘“ dz> way= [ [ TPy

En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires, x = r cos(f) et y = rsin(f),
comme dans la question 1-(b), on obient

V(V) :/ Di\/17x27y2dxdy+//D+\/1fx2fy2dxdy

1

0 1 /2
= / / V1 —17r2rdrdd + / V1 —17r2rdrdd.
—x/2Jo 0

sin(0)



On integre par rapport a r, on déduit que

0 -1 ! ™21 k
—(1—7r?)z| di+ —(1—r?2 deo
3 3

—m/2 0 0 sin(0)

1 w/2 1 /2 1 m/2
= % + 5/0 cos®(0)df = % + 5/0 cos(0)dd — 5/0 sin?(6) cos(6)d6

e

v (V)

5. Soit (S) la surface limitant le volume V N {y < 0}.

(a) Définir et paramétrer chaque partie de la surface (5).
Corrigé [2 points] : Soient

Dy = {(z,y) €R? telque a?+y> <1, 2 >0,y >0},
DQ:{(a?,z)G]R2 tel que x2+22<1,x>0,z>0},

D3 ={(y,2) €R* telque y*+2><1,y>0,2>0}.
AIOI‘S, (5)221U22U23U24 avec

xr=2x Tr=2x z=0

Li=5 y=y (zy) €D, Yo=9q y=0 (z,2)€Ds, Ez3=4¢ y=y (2,y)€ Ds,
z=0 z =2z 2=z

et

x=+/1— 22cos(h) -
Ya=4¢ y=+1-22sin(d) e [—g»o]a z€[0,1]

2=z

(b) Calculer le flux du champ de vecteurs W = (z,y, z) & travers (S), lorsque (S) est orientée vers
la normale unitaire extérieure.
Corrigé [2 points] : Puisque, X; est orientée suivant la normale extérieure —T, A fy =
(0,0,—1), X5 est orientée suivant la normale extérieure ~T, AT, = (0,1,0) et X3 est orientée
suivant la normale extérieure ,T;J AT, = (—1,0,0), alors on déduit que

b5, (W / W.(To ATy)daxdy =0,  ¢s, (W / W .(Ty AT:)dzdz = 0,
Dl D2

b, () = / W.(T, A T )dydz = 0.
D3

De méme, puisque 34 est orientée suivant la normale TyAT, = (v/1 — 22 cos(8), V1 — 22 sin(6), 2),
alors on déduit que

62524 //W Tg/\T dbdz

ot A={0<z<1, —F <60 <0} Par conséquent,

¢z4(W)=//Ad9dz:/Oﬂ/Oldzd9:;T.

Rappel

1. Rotationnel d’un champs de vecteurs de R? : Soit V = (P(z,y), Q(z,y)). Alors, on définit le rota-

tionnel de V par le champs de vecteurs suivant :

rot(V) = (O,O7 or oy > .




2. Masse d’une courbe : Soit I une courbe d’équation {x(t),y(t), z(t)}, to <t < t; de masse curviligne
w(z,y, z), alors la masse totale de I" est donnée par la formule suivante :

l= / 1 pl(t),y(t), 2(0)V/ (@' ()2 + (' (1) + (2'(t))2dt.

to

3. Formule de Green-Riemann : Soit D un domaine de R? de bord I'. Si I" est orienté dans le sens
trigonométrique, alors

[ Pwas s Qs = [ [ (G - G ) dod

4. Intégrale surfacique : Soit ¥ une surface orientée suivant le vecteur normal unitaire 7. Alors, pour

tout champ de vecteurs V de R3, on définit le flux de V A travers ¥ comme suit

@ﬂﬁ:/AVﬁm



