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Exercice 1. (7 points)
1. On définit le domaine suivant :
22
D = {(m,y) eR? telque a22+3%>1, I+y2 <1, :EZO}.
(a) [1 point] Faire une figure représentant le domaine D.

(b) Soient

D, = {(x,y) €R? telque z?+9%<1, xZO}

2
DQ{(I’,ZJ)GRQ tel que %er?gl, mz()}.

En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires, calculer 'aire de Dy et
laire de Dy. En déduire 'aire de D.

Corrigé [2 points]= (1 point pour I; et 1 point pour I5) : Pour calculer l'aire de Dy,
on pose x = rcos(f) et y = rsin(f). On peut vérifier que, (z,y) € Dy ssi (r,0) € Ap = {0 <
r<l, —3<6< %} et |J| = r. Cela montre que

E
A(Dy) = / dxdy = // rdrdf = / / rdrdf = g
Dy A -z Jo

De méme, pour calculer laire de Do, on pose x = 27 cos(f) et y = rsin(f). On peut vérifier
que, (z,y) € Dy ssi (r,0) € Ay ={0<r <1, =5 <0< T} et [J| =2r. Cela montre que

E
A(Ds) = // dxdy = // 2rdrdf :/ / 2rdrdf = .
Dy Ao -z.Jo

Par conséquent A(D) = A(Dz) — A(D1) = 3.
2. On note C le bord de D.

(a) Paramétrer la courbe C.
Corrigé [2 points]= (1 point pour C; et 1 point pour C3) : On a C = C; UCs, ol

Clz{x:coS(Q) _ggggg ot CQZ{Z‘:QCOS(Q) _ggag

™
y= sin(@) Y= sin(@) 5

(b) Retrouver l'aire de D en utilisant le théoréme de Green-Riemann.

Corrigé [2 points]= (1 pour la circulation sur C; et 1 la circulation sur C3) : On
oriente C dans le sens trigonométrique, d’apres la formule de Green-Riemann, on sait que

1 1 1
A(D) = = / —ydx + xdy = 7/ —ydx + xzdy + 7/ —ydx + zdy.
2 Je 2 Je, 2 Je,
On utilise les équations paramétriques, on obtient
1 [F 2 L[ 2 4 ™
A(D) = 3 (sin“(0) + cos*(0))do + 3 (2sin?(0) + 2 cos®(9))df = o tT=g
2 -3

2

Exercice 2. (13 points)

1. On consideére le volume :

V={(z,y,2) ER® telque 2°+y*<z<1,y>0}.



(a)
(b)

[1 point] Faire une figure représentant V.

Calculer le volume de V, en utilisant la méthode de batons.
Corrigé [2 points] : On utilise I'intégration par la méthode de batons, on obtient

V(V)///Vda:dydz//[)</x;y2dz> dxdy://[)(l—x2—y2)dmdy,

D={(z,y) €R* telque z°+y*><1,y>0}.

ou

En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires, x = r cos(f) et y = rsin(f),
on obient

V) ://Du—x?—y?)dmy

T 1
:/ /(I—TQ)TdeG:E.
0 0 4

2. Soit X la surface définie par :

(a)

E:{(x,y,z)e]Rg telque 22 +y?=2 2<1, y>0}.

Donner une paramétrisation de 3 en coordonnées cylindriques.
Corrigé [1 point] : On a

x = /2 cos()
Y={ y=+/zsin(f) 60,7, z€0,1]

zZ=2z

Calculer 'aire de 3.
Corrigé [2 points] : On calcule la normale & X, T A Ty = (—+/Z cos(8), —/z sin(6),

déduit que
I 1
A(E)://da:// ||Tz/\T9||d9dz:f// VAz T 1dddz
) A 2/ Ja

avec A={0<r<1, 0<6 <} tDonc

%), on

AS) = 112/; (42 + 1)%};&9 = (i),

On suppose que la masse surfacique de ¥ est u(x,y, z) = v/4z + 1. Calculer le moment d’inertie
de X par rapport a o%.
Corrigé [2 points] : On a

1

Moz(z)://z[d(o*z, (x,y,z))]zu(ymy,z)da://AZJZTH||TZATG‘|d0dZ:5//Az(4z+l)d9dz.

D’ou

1 (™42 221' 11x
() =2 — + = =—.
Ma(Z) 2/0[3+2L 12

On oriente X par la normale unitaire dont la troisiéme composante est positive. Calculer le
flux de V = (y, —x, 1) & travers la surface X.

Corrigé [1 point] : Puisque, ¥ est orientée suivant la normale T ATy = (—+/z cos(8), —/Z sin(6), 1),
alors on déduit que

b (V) = / /A [~ 2 cos(0) sin(8) + = cos(8) sin(G)—i—%]dez: / /A oz = 7.

3. On considere le champ de vecteurs suivant :

—

U=Q2y+z2x+z,y+x).



(a) Montrer que le champ de vecteurs U dérive d’'un potentiel scalaire.
Corrigé [0.5 point] : Il suffit de montrer que rot(U/) = 0.

(b) Soit I' le bord de la surface ¥. Paramétrer la courbe I

Corrigé [2 points]= (1 pour I'; et 1 pour I';) : OnaI' =T'; UTy, avec

=z
Iy = Yy = —1<z<1
z =212
et
x = cos(0)
Iy =«¢ y=sin(d) 0<f6<m
z=1

(¢) Calculer de deux facons différentes la circulation U le long de la courbe I' (on précisera I'orien-
tation choisie).
Corrigé [1.5 points]= (0.5 pour la 18T® méthode et 1 point pour la deuxiéme) :
187€ méthode : Puisque Le champ de vecteurs U dérive d'un potentiel scalaire et I' est une
courbe fermée, alors Tr(U) = 0.

98Me 1éthode : En utilisant la définition de la circulation, on obtient

w0 = [ | :
= / 3x%dx + / [(2sin(@) + 1)(—sin(f)) + (2 cos(f) + 1)(cos(d))] d0

0
=2—-7m1—-2471=0.

(2y + z)dx + (2z + 2)dy + (y + z)dz + / 2y + z)dz + 2z + z)dy + (y + x)dz
>

Rappel

1. L’aire d’'un domaine de R? : Soit D un domaine de R? , alors ’aire de D est

A(D) = / /D dudy,

2. Volume d’un domaine de R? : Soit V un volume de R3, alors le volume de V vaut

V(V):///vdxdydz.

3. L’aire d’une surface et moment d’inertie :

(a) Soit X une surface de R3, alors l'aire de X vaut

AD) = / /E do.

(b) Si la masse surfacique de ¥ est u(x,y, z) alors le moment d’inertie de ¥ par rapport a 'axe 0%
est

Ma(2) = [ [ 1006 .9 2) Pt 2o

ou d(o0%, (x,y, z)) est la distance entre un point (x,y,z) € ¥ et 0.

4. Formule de Green-Riemann : Soit D un domaine de R? de bord I'. Si I" est orienté dans le sens
trigonométrique, alors

_ 9Q _op
/FP(%y)dm + Q(z,y)dy = //D <3x ay> dady.




