Corrigé du Final MT22 - A2019

Calculatrice interdite. Formulaire Recto A4 autorisé.
La rédaction est trés importante, rédigez et détaillez clairement vos calculs!

Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 10 points)
Soit D le domaine de R? défini par
D:={(z,y) eR*; y<4—2® et 0<y<3}.

1. (a) Faire une figure.
Correction : Le domaine D est la partie délimitée par la courbe rouge constituée
de quatres arétes I'y, I'y, I's et I'y.

(b) Etant donnée une fonction continue f : R? — R, exprimer de deux facons différentes
I'intégrale double / / f(x,y) dxdy en suite d’intégrales simples.

D
Correction : Il s’agit d’appliquer les deux formules de Fubini :
e Une premiére réécriture du domaine D est la suivante

D:={(z,y) ER*; 0<y<3et —\/A—y<a< A4d-—y}

J[ sy = | 3 < / :f(:v,y) das) dy.

e La deuxiéme réécriture nécessite de découper le domaine D en trois parties :

D= 2,J P, J H5 avec
P={(r,y) eR?; 2< < ~1let0<y<4—a?}.
Py = [-1,1] x [0, 3]
Py ={(r,y) eR?; 1 <x<2et 0<y<4—2°}
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J[ tamdedy= [ ( / ™ e dy) i+ [ ( / ) dy) o+ | 2 ( / ™ e dy) dx

(c) Soient a et b deux nombres réels. Avec I'une des formules précédentes, montrer que

2
// (az +b) dedy = ib
D 3

Correction : @ Avec la premiére formule on obtient :

[ vacay = [ [ s a

3 1.2 I—y
= / [a— + bx} dy
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e Avec la seconde formule on obtient :

/Df(x,y)dxdy: /_21 </04z(2ax—|—b)dx> dy+/_11 </O€ax+b)dx) dy+/12 (/04x(2ax+b)dx>

— /_zl(ax+b)(4—a:2)d:c+/_ll 3(ax—|—b)dx—i—/12(ax+b)(4—x2)d:c

—1 2
= / (4ax + 4b — ax® — bax®)dw + / (3ax + 3b)dx + / (4ax + 4b — ax® — ba®)dzx
-2 ~1 1
4 3,1 2 1 4 342
= [2ax2 + 4bx — a% — b%} » + [Sa% + be] B + [2@x2 + 4bx — a% — b% X

= (24 —4b %+ %) — (84 — 8b—4a + )
g+3b/£+3b+ (8¢ + 8b —4a — ) — (24 + 4b % — %)
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5 |

— 14h— Lp =

NB : On aurait aussi pu utiliser la symétrie de D d’axe (Oy) pour dire que

/ / ax dxdy = 0 car x — ax est impaire, puis calculer uniquement [ [, bdxdy.
D

2. Soit Dy = D\D; ou D, := {(z,y) € R?; x2+y4—2 <1,y>0}
(a) ATaide d’un changement de variables en coordonnées polaires, transformer I'intégrale
double / f(z,y) dxdy en suite d’intégrales simples.
D1

Correction : La domaine D; est une portion d’ellipse centrée en 'origine de rayons
1 et 2 sur les axes principaux (Ox) et (Oy). On pose alors

{ g: g;:isnee avec r € [0,1] et 6 € [0, 7]



Le jacobien de ce changement de variable est |.J| = 2r. Ainsi

1 ™
/le(x,y)dxdy:/() (/0 f(rcosG,QrsinG)erd@) dr .

(b) Calculer le volume du solide de R? défini par
Vi={(z,y,2) ER*; 0<z<a2+3, et (x,9) € Dy}.

(Indication : utiliser le résultat de la question 1.(c) pour des valeurs de a ou b par-
ticuliéres. )
Correction : Le domaine d’intégration D, est le suivant :

Y

4,,

by

I s’agit d'un solide de base Dy et de face supérieure d’équation z = f(x,y) =
x + 3 > 0. Le volume est alors donné par la formule

//Dz(a?—l—?))dmdy://D(x+3)dxdy—//l)l(x—|—3)dxdy

.Poura=1etb=3ona // (x + 3)dzdy = 28. Ensuite, on calcule
D

//Dl(x + 3)dxdy = /01 (/OW(Qr(rcose + 3)d0> dr

1 - 1 .
= / 2r [r sin 6 + 36’] dr = / 6mr dr = [37?7“2} =37
0 0 0

0
Le volume est donc .

3. Soit I' le bord du domaine D orienté dans le sens trigonométrique.

(a) Paramétrer la courbe I.
Correction : Comme indiqué plus haut, le bord I" de D est constitué de quatres
morceaux de courbes paramétrables comme suit :

W)er = () () oaon
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x x t
()er o ()=(,1)). reon
M(‘”)erg o (x>:(t) t:i1e —1,
Yy Yy 3
x x t
()ere o ()=(,1)) rme

(b) Calculer directement l'intégrale curviligne / 22 dy .

r
Correction : Comme dy s’annule sur 'y et ['s, on a

1 —2
/x2 dy:/ z? dy—l—/ 22 dy = / 2 x (—2t)dt+/ 2 x (—2t)dt
r Iy r, 2 -1

(¢) Retrouver ce résultat a 1’aide d’un théoréme du cours & préciser.
Correction : Le courbe I' est une courbe fermée sans point double parcourue dans
le sens trigonométrique. Le champ de vecteur V(P =0,Q = 2?) est de classe ¢!
donc, d’apres le théoréeme de Green-Riemann on a

/ Qdy—//V de%( g—g(x,y))dxdy
= [ 2zdzdy =0,

d’apres la question 1.(c) avec a =2 et b = 0.
NB : on peut avoir une circulation de V nulle sur un chemin fermé sans que 1%
dérive d’un potentiel scalaire.

Exercice 2 (Baréme approximatif : 5 points)
Soient A(2,0,1) et B(0,v/3,1) deux points dans l'espace.
1. Soit V : R3 — R3 le champ de vecteur défini par

B r(2z — 1)
V(l‘,y, Z) = y(22 - 1)
x? + y2

(a) Déterminer une fonction f telle que V =V/.

x2+y2
2

Correction : Une solution possible est | f(z,y) = (2z—1)|




(b) Sans calcul intégral, en déduire le travail de V le long du chemin rectiligne orienté
AL
Correction : Comme V dérive du potentiel scalaire f, nous avons la formule
d’intégration

| 7= 8- 1) =
A

2. On considére la surface plane S délimitée par le triangle fermé (OAB) (ou O est l'origine
du repére de I'espace).

(a) On oriente S par le champ des normales unitaires 73 faisant un angle aigu avec (Ox).
Indiquer sur une figure le sens de circulation associé sur le contour du triangle OAB.
Correction : D’aprés la régle du bonhomme d’Ampére ou du triedre direct (;, 7, k= ),
le sens de parcours doit se faire du point B vers le point A comme ci-dessous.
z

(b) Paramétrer le contour du triangle OAB.

Correction :
T T 2t
M|y| €[BA < yl=(v31—-t)], t:0—1,
z z 1
T T 2t
Mly| €e]AO] < yl=10], t:1—0,
z z t
T T 0
M|y | €[OB] < yl=[V3t], t:0—~1,
z A t



(¢) Soit U : R3 — R3 le champ de vecteur défini par
B )

Ulz,y,2) = | 1
X

Déterminer le flux de rot U a travers S , par la méthode de votre choix.
Correction : D’aprés le théoréeme de Stokes-Ampére, on peut obtenir le flux de
rot V' en calculant la circulation de V' le long du contour du triangle OAB.

Fluxy(rot V) = /

V-d?:/ ydr +dy +zdz
r [BAJU[AO]U[OB]

- /1\/5(1—15)x2dt—\/§dt+/02tdt+/1\/§dt
:[_\/5(1—t)2—\/§t};+[t2]?+[\/ﬁt];
= V3 (=V3)—1+V3=|V3-1]|.

Exercice 3 (Baréme approximatif : 7 points)

On considére la surface ¥ de R? définie par
Y= {(r,y,2) €R®; (y+ 1) =(x—2)*+2%, 2>0et 0 <y <1}

1. (a) Faire une figure en perspective.
Correction :




(b) Paramétrer ¥ en coordonnées cylindriques.
Correction : Une paramétrisation possible est

x x 2+ pcosp
MlyleX < y | = p—1 avec p € [1,2] et p € [0,7].
z z psin @

(c) Calculer I'aire de .
Correction : Nous devons calculer le jacobien associé & ce changement de variable

U(P780) = ||Tp/\Teo||'

Cos ¢ —psin g p COS ©
T, = 1 , T, = 0 = T,NT,= —p
sin @ p CoS psin ¢

On obtient o (p, p) = v/p?sin ¢ + p? + p?cos? p = pv/2.

249 2
Aire(X) = // V2 dpdp = \/5#['0—} = 3v/2m
[1.,2)x[0,7] 211 2

(d) Calculer directement le flux de W(—x, y+1,—z) a travers ¥. On orientera le champ
des normales unitaires 72 vers le haut.
Correction : Le champ de vecteur 72 doit avoir une troisiéme composante positive
donc on choisit

p COS
N=+T,NT, = —p
psin @
—pcosp —2
W.N = p N = —2p*> —2pcosp .
—psin g

= FluxE(W)://W-’fida:—Q// (p* 4 pcos ) dpdyp
» [1,2]x[0,7]

2 2
= —2/ [0*¢ — psin @ dpdp = —2/ p*mdp
1 1

312 14
0 T
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1 3

2. On considére maintenant le volume V défini par

Vi={(r,y,2) eR®; (z -2 +22<(y+1)?, 2>0et 0 <y < 1}.

(a) Transformer l'intégrale triple / / / f(z,y, z) dedydz en suite d’intégrales simples.
%



Correction : Pour y € [0, 1] fix¢, on définit la tranche
Dy={(x,2) eR*; (z—2)*+ 22 < (y+1)* et 2 >0}

On obtient

///v J(@,y,2) dadydz = /01 (/ o, f(z,y,2) dxdz) dy

1 y+1 s
= / </ (/ rf(2+rcos€,y,rsin9)d9) dr)dy
0 0 0
(b) Calculer le volume de V.

Correction : Le volume de V est

///vlalycalyalz:/O1 (/Oy+1 (/Oﬂrcw)dr)dy
:/01 (/Oy+1r7rdr> dy:/olw(y—gl)2dy

_W[M}l_ |

6 lo |6

3. On note S le bord du volume V), orienté par le champ des normales unitaires extérieures.
Déterminer le flux de W a travers S, par la méthode de votre choix.
Correction : D’aprés la formule de Gauss-Ostrogradski on a

Fluxy (W) = / / / div W dxdydz
%

On a div W(w,y, z) = 8(8_;3) + 8(%:1) + 8(3_;) =—-1+4+1-1= —1. Par conséquent

Flux s,(W) :—///1da:dydz:—V0l(V): —%T .
%




