Corrigé du Final MT22 - A2023

Exercice 1
Soit D le domaine de R? délimité par les deux courbes

Yy
¢\ et € définies par /K
M(g) €6 < 300, g]) (95(9)) _ <2cos9+cos(29)) N

y(0) 2sin 6 — sin(26) N
D ~N— B
—1)? —1)2 6 =

et représenté graphiquement ci-contre.

1. (a) Montrer que pour tout point M (xz,y) € €1, on a (2/(0))% + (y'(0))? = 16sin?(32).
Correction :

2'(0) = —2sinf — 2sin(20) et y'(0) = 2cosf — 2 cos(26).

(2 (0))* + (¥ (0))* = (4 sin? 0 + 8sin(6) sin(26) + 4sin2(29)> + (4 cos? 6 — 8 cos(f) cos(26) + 4 Cos2(20)>
= 8 + 8('sin(h) sin(26) — cos(f) cos(26))
=8 —8cos(30) = 8 x 2sin*(%).

2

(b) En déduire la longueur ¢(%;) de la courbe .
Correction :

() = / C T @R T (7 0) b
= /g4sin(3§)d9

= [— § X 4COS(30)]

2

[=ENTE

= ;( — cos(?%) + COS(O)) = g(\/i‘f‘ 2)-

(c) Montrer que pour tout point M (z,y) € €, on a (z(6))* + (y(0))* = 5 + 4 cos(36).
Correction :

(z(0))* + (y(0))* = (4 cos? 0 + 4 cos(6) cos(26) + 0052(20)> + (4 sin® @ — 4 sin(0) sin(260) + sin2(29)>

=5+ 4( cos(6) cos(20) — sin(f) sin(26))
=5+ 4 cos(30).

(d) On oriente %) de A vers B. Montrer que / (2 +y*)dy = —6 + 5
¢

1 TSVP!



Correction : Utiliser le formulaire en fin d’exercice. Il faut calculer

(@(0))2 + (y(0)) x ¢/ (0) = (5 + 4cos(30)) x (2 cosf — 2 008(20))

= 10cos @ — 10 cos(26) + 8 cos(360) cos § — 8 cos(36) cos(26)
= 10cos 0 — 10 cos(20) + 4 cos(46) + 4 cos(20) — 4 cos(50) — 4 cos b
= 6cos — 6cos(260) + 4 cos(46) — 4 cos(50)

0
/ (2% + y*)dy = / (6 cos — 6 cos(26) + 4 cos(40) — 4005(50)>d6’
2 z

= [6 sin @ — 3sin(260) + sin(40) — %Sin(59)]2

= 6+4
N 5

2. Soit Dy le domaine délimité par la courbe %) et le segment [AB]

(a) Hachurer ou colorer le domaine D; sur la figure ci-dessus.
Correction :

[Riy

(b) Paramétrer le segment [AB] orienté de B vers A.

Correction :
MG) €[AB] = 3t:0 -2, (;") - (3;%),

22
(c) Montrer que / (2 +yH)dy = 3
B
Correction : Il faut calculer

(1) + (y(1)* x y'(t) = (3 —2t)> +*) x 1 =9 — 12¢ 4 5¢*

40 22

2
5 .
2 2 2 2 3
dy = 9— 12t + 5t dt:[9t—6t —t} — 18— 24+ — ===
/B (2% + %) dy /0( + 5t%) +3 +3 3

2
0
(d) En déduire la valeur de // x dxdy.

Dy
(Indication : utiliser les résultats des questions 1.(d) et 2.(c).)



Correction : D’aprés le théoréme de Green-Riemann, on a

6

1 1
rdrdy = — / 22+ y)d +/ x4 2d>_——
//D1 Y 2(3 ( y)dy 51( y)dy 5

3. Soit D2 =DU Dl-
(a) ATaide d’un changement de variables en coordonnées polaires, transformer l'intégrale
double // f(z,y) dxdy en suite d’intégrales simples.

D,
Correction :

L
/ f(z,y) dedy = / ( f(1+ 2rv/2cos 0,1 + rv/2sin 0) x 4rd9> dr.
Dy 0

3m

(b) On admet que Aire(D;) = § — . Déterminer le volume du solide de R?® défini par

Vi={(z,y,2) ER*; 0<2<3—xet (v,y) € D}

Correction :

Vol(V) = //D<3 — 2)dedy — //[)2(3 — 2)dedy — //131(3 — 2)dzdy
//D (3 — x)dxdy = /01 (/ 4r(2 — 2r\/§cos9)d9> dr

4
7

= /1 [41"(20 — 27"\/53111(9)} Tﬁdr

3
T
! 1 1 1
:/(87’7r+16r2)d7‘:[47r7’2+—67‘3} :47r+—6
0 3 o 3
16 8 1 16 117 8
Vol(W) =dr+ — —3(2 - Dy 4 2 =| =28 2
olV)=dm+ 2 =3(3 - 5)+ 5= 5

Formulaire : ¥ (n,p) € ZZ°, on a cos(nf) cos(pf) = 35 cos ((n + p)d) + 5 cos ((n — p)f).
V(n,p) € 7ZZ°, on a sin(nf) sin(pf) = 1 cos ((n — p)d) — 1 cos ((n + p)b)

Exercice 2 (Baréme approximatif : 12.5 points + 1point bonus - 1h)
Partie I - (Baréme approximatif : 5 points - 30min)

On considére le solide €2 défini par :
Q={(z,y,2) €ER®; 22 + 22 <1, y+22>2 et y < 2}.

1. Faire une figure en perspective du solide €2.

3



Correction :

z S:x?24+22<1,y+22>2, ety<2

2. (a) Déterminer la projection D du solide € sur le plan y = 0.
Correction : Il s’agit de déterminer le domaine de définition des variables (z, 2) :

y+2:>0ety<2 =

La projection orthogonale de €2 sur le plan y = 0 est un demi disque défini par :

D:={(z,2) e R*; 2* + 2> < let z > 0}.

(b) A T'aide de la méthode des batons paralléles a (Oy), transformer I'intégrale triple
///f(ac7 Yy, z) drdydz en suite d’intégrales simples.
Q

Correction : Il reste a encadrer la variable y : ’2 —22<y<2|
On obtient :

///Q f(x,y, z)drdydz = //D ( 222Z f(x,y,z)dy) dxdz
UL resomnsomm) )

3. (a) Déterminer la projection D du solide €2 sur le plan x = 0.
Correction : Il s’agit de déterminer le domaine de définition des variables (y, z) :

?+22<1 =ze[-1,1]

y+2z2>20ety<2 =

La projection orthogonale de €2 sur le plan x = 0 est définie par :

D:={(y,2) eR?; 0<z<let2—2z<y<2}



(b) A T'aide de la méthode des batons paralléles & (Ox), transformer I'intégrale triple

///f(x, Yy, z) dedydz en suite d’intégrales simples.
Q

Correction : Il reste & encadrer la variable z : | —V1 — 22 < x < V1 — 22|

///Qf(x,y, z)dxdydz = /01 (/:23 </_\/\/Zf(x,y,z)dx> dy) dz.

4. En déduire que le volume du solide © est V(Q) = 3.
Correction :

1 T 2
V() :/// ldxdydz = / (/ (/ rdy) d@) dr
Q 0 0 2—2rsin6
1 T
= / (/ o2 sin@d@) dr
0 0
1 T 3.1 s
_ 2 - _ r _
—2</Ordr)><(/0 51n9d9)—2x[3}0x[ COSG]O
ou bien

vy~ fff vt ([ ([ ) )

= /014,2de: [—%(1—22)3](1):0—(—

):_

(SN

1
5. Calculer 'ordonnée du centre de gravité de () définie par yg = m///y dxdydz.
Q

Correction :
1 s 2
///yda:dydz:/ (/ (/ rxydy)d@)dr
Q 0 0 2—2rsin 6
1 iy 2 2
:/</ [rxy—} d9>d7’
0 0 2 12-2rsing
1 s
= / </ 7(4rsin @ — 2r?sin” 0) d9) dr
0 0
= / [ — 4r®cosf —r® (6 — %sin(%))rdr
0 0
1
= / (8r% — wr3)dr
0
_ {8_7”3 _ W_T“]l _8.
L3 410 3 4
3
D’on =2—-—.
ou Yyqg 16



Partie II - (Baréme approximatif : 7.5 points - 30min)
Le bord S de € est constitué de trois faces, soit S = ¥; U 2y U X3, définies comme suit :
Y= {(z,y,2) ER®; 2 + 22 =1, y+22>2et y <2}

—92)2
Yo = {(z,y,2) e R®; 2% + w=2"

Y3 = {(z,y,2) ER®; 2* + 22 <1, y=2et z>0}.

<1l,y+2z=2ety<2}

1. (a) Paramétrer X; en coordonées cylindriques.

Correction :
T cos ¢
Me¥, <« 3y €Dy, (3/) :< Yy >
z sin ¢

ot Dy :={(y,¢) €ER*} 0<p<met2—2sinf <y <2}.

(b) Déterminer le champ des normales a 3; dirigé vers le haut.
Correction : On calcule successivement

. 0 . —sinp . L cos ¢
ty=|(1]ett,= 0 = N::I:ty/\up::l: 0
0 cos sin

Le champ des normales dirigées vers le haut doit avoir une troisiéme composante

. cos
positive donc on choisit N =+ 0 |.

sin ¢
(c) Calculer le flux de W (z + z, 2z :y, z —x) a travers Y.
Correction : On calcule ﬁ - W en fonction de y et ¢ :

— cos cos @ + sin g
ﬁ.W:+ 0 || 2cosp+y | = cose(cosp + sing) + sinp(sin p — cos )

sin sin ¢ — cos ¢

= cos®p +sin’ p = 1.

s 2 T -
Fluz (W) = // ﬁ-ﬁ}dydgo = / </ 1dy> dp = / 2sinpdp = |:—2COSg0i| =4.
' D 0 2-2sin0 0 0

Fluz El(W) =4.

2. (a) Paramétrer X5 a 'aide des variables x et y.
Correction :

Med¥, < 3F(z,y) € Do, (y

N &
~—
I
VR

—
l < 8
(M
~_

ott Dy := {(z,y) € R? 22 + % < 1lety < 2}. Le domaine Dy est la moitié

de lintérieur d’une ellipse de centre (0,2) et de rayons 1 sur (Oz) et 2 sur (Oy).

(b) Déterminer le champ des normales a 3, dirigées vers le bas.



Correction : On calcule successivement

. 1 . 0 . L 0
t,=(0)ett,=11 = Nzﬂ:x/\yzi%
1
-3 1
2

Le champ des normales dirigées vers le bas doit avoir une troisiéme composante

o

0
négative donc on choisit N = (;)
1

(c) Calculer I'aire de 3.
Correction :

Aire(3y) = // ldo = / \|t2 Aty ||dxdy = éAz’re(DQ) — ﬂ
E2 D1 2 2

(d) Calculer le flux de W a travers 22
Correction : On calcule ﬁ - W en fonction de x et y :

0 z+(1-1%)
= ) . 2 __295—i—y_ Yy N
v (4) (B5) - 2y

-1 1-4) —x

1 x2
Fluzx I?/ // ﬁ Wdydp = // —1do = —Aire(Dy) = ——( x 2 X 7) = 1.
DQ D2
%

Flux, (W) =—m.

%
3. Calculer de deux facons différentes, le flux de W a travers S.

. R —
Correction : Il reste a calculer T[u;c23(W) = m. La surface Y3 est contenue dans le
plan y = 2. Ici il faut appliquer la formule exacte du Flux avec le champ des normales
unitaires 7 dirigé vers I'extérieur de €. On a

0 T+ 2
n=|1 etW/: 22 42 :>W>~W/:2—23:.
0 z—
— 1 T 1
T[ux23(W):// (2—2x)dxdz:/ </ 7‘(27’6089—}—2)(19) dr:/ 2rmdr = 7.
s o \Jo 0

— — — —
Flux (W) = Flux, (W) + Flux, (W) + Flux, (W) =4

Avec le théoréme de Gauss-Ostrogradki, le champ des normales étant dirigé vers
Iextérieur, on a également

Flux (W) = / / /Q div W (2, , 2) dadydz = / / /Q 3 dedydz = 3V () =



