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Final MT22 - A2024

Calculatrice interdite. Formulaire Recto A4 autorisé.
La rédaction est trés importante, rédigez et détaillez clairement vos calculs!

Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 10 points)

Q@

Soit D le domaine de R? délimité par les deux courbes €
et 65 d’extrémités A(—3;—1) et B(0;2) définies par

No

M(z)e‘é & y+(+1)?=3ety>a+2 / ¥
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et représenté graphiquement ci-contre.

1. (a) Paramétrer la courbe %) orientée de B vers A.

Correction :
x . T\ t
M(y)e%lﬁﬂt0—>—3,<y)—(3_(1+t)2>

(b) Paramétrer le segment [AB] orienté de A vers B.

Correction :
x o ) z\ [ ¢t
u(2) ctimesi a0, () (41

L - —y - - - -
¢) On considére le champ de vecteur V = . Montrer que / V.dl+ / V.dé=0.
( ) p <<1 4 $)2) q . o

Correction :

-3
/ V-dfz/ —ydx+(1+x)2dy:/ (2 42— 2) x 1dt + (1) x (—2(1+ 1))t
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V. dif / —ydx + (1 + z)*dy = —(241) x 1dt + (1 +t)* x 1dt
L. [ iz (142) 2+0)x 1dt +(1+)
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On en déduit /
©1
(d) Soit D; le domaine délimité par la courbe % et le segment [AB]. Justifier & 'aide

d’un théoréme intégral que // (22 + 3)dxdy = 0.
Dy

mm/ 7.di=o0.
AB

Correction : Soit € le bord de D; alors % est une courbe fermée et sans point
double et € = €, U [AB]. Les paramétrisations de €; et [AB] aux questions 1a)
et 1b) ont été effectuées dans le sens trigonométriques. D’aprés le théoréme de
Green-Riemann on doit avoir

L L Lo 0Q opP
V~d€=/V-d€+/ V~d€=// (—x, — — (=, )dmd
! i § [ (Gewn -~ G ) dody

avec P(z,y) = —y et Q(z,y) = (1 +z)% Or,

/V-d?:/ V-d?+/ V.dl == 0
¢ @ AB

J1,, (Gt = Ggten ) asts = [ o+ sty =c

2. Soit Dy :={(z,y) eR?; y<a+2, x <3y et z <0}

(a) Hachurer ou colorer le domaine Dy sur la figure ci-dessus.
Correction :

donc

Yy

]
J

NO

D,
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(b) Etant donnée une fonction continue f : R? — R, exprimer de deux facons différentes
I'intégrale double / f(z,y) dxdy en suite d’intégrales simples en x et en y.
Do

(S’il y a lieu, indiquez les découpages effectués sur la figure.)
Correction : e lére formule de Fubini :

/D2 f(z,y) dedy = /Z (/jﬂ f(a:,y)dy) dz.

e 2éme formule de Fubini avec un découpe en y =0 :

J[ s tsas= [ ([ sepac) v [ ([ seas) i

(c) Avec I'une des formules précédentes, montrer que // (2x + 3) dxdy = 3.
Dy

Correction : En utilisant la 1ére formule de Fubini :

//[)2(21’—1—3) dxdy:/_z <ﬁ2+x(2m+3)dy> dx:/_(;(2x+3)(2+2§)dx

0 2
4
:/ (6+ 62 + —)d
3 3
42370
:[6:164—33324—7] — 0 (—18+27—12) =3.
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3. Soit Dg = D\(Dl U Dg)

(a) A l'aide d’un changement de variables en coordonnées polaires, transformer l'intégrale

double / f(z,y) dxdy en suite d’intégrales simples.
D3

Correction : Le domaine D3 est une portion d’ellipse de centre (0,0) et de rayons
a = 2v/3 sur (Ox) et b = 2 sur (Oy). La paramétristaion est donc

() eprestoenxe (1) - (4500

et il reste a déterminer o qui est 'angle associé au point A(—3, —1) : on résout

{ 2v/3cosh = —3 {:){ cos@z—‘/Tg

5%
2sinf = —1 Sin@z—% (:)0__? mod 27

Le jacobien est J = abr = 4+/3r. D’onl

1 2
/ f(z,y) dedy = / </ £(2v/3r cos 0, 2r sin 0) x 44/3r d@) dr.
D3 0 -3



(b) En déduire que // (22 + 3)dzdy = 8mV/3 + 27.

D
Correction : D’aprés la relation de Chasles, on a

//D(2x + 3)dzdy = //DI(QSU + 3)dxdy + //DQ(?:c + 3)dxdy + //D (22 + 3)dxdy

il reste donc & montrer que

// (22 + 3)dzdy = 87V/3 + 24.
D3

//D (2 + 3)dxdy =4\/§/01 </ r(4v/3r cos 0 + 3) de> dr

s
6

:4\/3/1 [r(4\/§r sin @ + 3«9)] dr

us

2

_ 57
6

:4\/5/1(6\/57“2 +47r) dr = 4V/3 [2\/57“3 + 27?7“2}
—4V/3(2V3 4 27) = 24 4 87V/3.
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Exercice 2 (Baréme approximatif : 7 points - 35min)

Soient A(2,3,0), B(0,3,0), C(0,1,2) et D(0,1,0) quatres points dans I'espace.
On consideére le tétraédre de sommets ABC'D défini par :

={(z,y,2) eR*; y+2<3, y>1+x et x>0,2>0}.

1. Faire une figure en perspective du tetraédre €.
Correction :




2. (a) Déterminer la projection D du tetraedre Q sur le plan z = 0.
Correction : Il s’agit du domaine de définition des variables (y, z), soit triangle
BCD hachuré en vert et caractérisé par les inéquations :

[y+2<3 2>0]et0<a<y—1=[y>1]

Avec une figure dans le plan orthonormé (yOz) on obtient :

D={(y,2) eR*1<y<3et0<z<3—y}

(b) A T'aide de la méthode des batons paralléles & (Ox), transformer I'intégrale triple
///f(x, Y, z) drdydz en suite d’intégrales simples.
Q

Correction : Avec 'encadrement de la variable z : ‘O <z<y-—1

, on obtient

///Q f(w,y,2)dwdydz = /13 </03y ( Oyl f(x,y,z)dx) dz) dy.

3. (a) Calculer le volume du tétraédre V(£2).
Correction :

V(Q) = ///Q \dadyd- :/13 (/Og_y(y _ 1)dz) dy = /13(3 — )y — D)y

3
=/ (=3 +4y —y°)dy
1
3

[syrar L] = (o189 (3421 = |5 ]
311 ~—_—_— 3 3

0
1
(b) Montrer que 'ordonnée du centre de gravité de Q2 est yg = m///y dxdydz = 2.
Q
Correction :

3

yo—g///ﬂydrdydz —%/13 (/03yy(y—1)dZ> dy—/13y(3—y)(y—1)dy

3
1 j7+36—1—§ 12].

4. On note S le bord de 2, orienté par le champ des normales unitaires 7 dirigé vers
Pextérieur de Q. Soit ¥ = {(2,9,2) €R* y+2=3, y>1+2 et 2 >0,z > 0}.

>



(a) A l'aide d’une paramétrisation de ¥ par les variables (z,z), calculer le flux de
Uz,y,2) = (z,y — 1, %) a travers la face .
Correction : La surface X est hachurée en noire sur la figure. Le champ des nor-
males unitaires dirigé vers l'extérieur admet une deuxiéme et une troisiéme com-
posante positive.

z z

x xz
e paramétrisation : Me¥ & J(x,2) €A, <y> = (3 ~ z)
ot A est la projection orthogonale de ¥ sur le plan y = 0 hachurée en bleue sir

la figure.

A={(z,2) eER}2>0,2>0et 3—2>1+2}={(2,2) e R%0<2<2et 0 <2 <2-2}
=y

e On calcul le champ des normales :

. I\ 0 . . 0
le =10, t.=|-1]| =t ANt.=|-1
0 1 -1

On choisit | N = =i, Af.| OnaU-N = y—14yz = (3—2)— 1—|—Z(3 2) 2+§—§.

T (0) = 02 </02_Z(2 bxo é)dx) i :/02(2 @4 2

2 322 23
- 4 — - = dz
A S 1o

[42————+%] —8-2-4+2=[4]

b) Sans calcul intégral, justifier que le flux de U a travers les trois autres faces est nul.
gral, ]
Correction : I1 suffit de justifer que U - 72 = 0 sur les 3 autres faces.

0 T
e Sur la face située dans le plan z = O on a 1 = (0) et U = <y— 1| donc
—1 0
U -7 = 0. Donc le flux est nul.
1 0
e Sur la face située dans le plan x = 0 on a 1 = ( 0 > et U = yy—zl donc
O Zz
2

U -7 = 0. DOnc le flux est nul.
1
e sur la face située dans le plan y = 2+ 1, on a 1 = = (—1) et donc U -m =

\%(m —y+ 1) = 0. Donc le flux est nul.

(c) Déduire des questions précédentes, et de deux fagons différentes, que le flux de U a
travers S est ?[u;(s(ﬁ) =4.




Correction : e Par relation de Chasles, le flux total a travers S est la somme des

flux & travers chaque face donc il reste | Fux, (U) =Flux, (U) = 4|,
e D’aprés le théoréme de Gauss-Ostrogradski, on doit avoir

Flux (U) = /// div Udzdydz = /// (24+Y)dedydz = V(Q)(2+16) = §x3 =[4]
Q Q

Exercice 3 (25min-Baréme approximatif : 5 points)

On considére les courbes I'; et I'y de 'espace définies par les équations cartésiennes suivantes :
2

I = %+y2:1etz:0,
Ty:= 22+ (y—2°=9 et z=y+1.

1. Faire une figure.
Correction :

,///////
////////’/’%//

\/5\\\_ -

2. Paramétrer les courbes I'y et I'y, orientées dans le sens croissant du paramétre.

Correction :
T T V2 cos 6
M<y>€F1<:>E|(9ZO—>27T,(y):<sin@)
z z 0
T 3cosb
M( ) €F2<:>E|¢9:0—>27T,<y> = <2+3sin9)
z 3+ 3sinf

3. Soit V(z,y,2) = (£,2,1). Calculer/ V- dl et/ V- de.
1 I

[SE S

r



Correction : @« Comme z = 0 sur I';, on a

R 5 27 : 2 2
/ V-dﬁz/ xdy:/ ﬁcos@xcos@dﬁzﬂ[e—l—sm( 9)} =7V2
I I 0 2 4

— —

./ v-cw:/ Z dr + xdy + d2
s F23

2m
:/ (1+4sinf) x (—3sinf)dh + 3cosf x 3cosfdf + 1 x 3cosf df
0

B 0  sin(20) 6  sin(20) N
[30059—3(5— 1 >—|—9(§—|— 1 —i—3sm€}0 =67

4. On considére la surface ¥ := {(z,y,2) € R* 22 + 22 — (2 +1)2=1et 0 < 2 <y + 1}.

(a) Justifier que le bord de ¥ est I' =T'; UT.
Correction : On étudie les coupes dans les plans z =0 et z =y + 1.

c=0=7 42 —1=1=a" +20 =2=| 5y =1

z=y+l = x2+2y2—(y+2)2 =1= x2+2y2—(y2+4y—|—4) =1= :1:2+(y2—4y) =5=|2%+ (y — 2)2 =9

(b) Sur la figure précédente, indiquer 1'orientation des courbes I'y et I'y cohérente avec le
champ des normales unitaires a la surface X faisant un angle obtu avec le demi-axe
positif [0z).

Correction : voir figure.

(c) A T’aide d’un théoréme intégral, exprimer le flux du champ de vecteur HV, noté
Flux,, (HV), en fonction de I; et I.

Correction : D’apres la régle de la main droite, Iorientation du champ des normales

vers le bas correspond au sens croissant du parameétre 6 sur I'; et au sens décroissant
du parameétre 6 sur I'y. D’aprés le théoréme de Stokes-Ampére, on obtient

ﬂ%@ﬁ:/v.d@:/ Vodgi— [ 7.di

T Fl F2



