Médian MT22 - A2019

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou
démonstrations !

Les exercices 1, 2, 3 et 4 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 5 points)
Soit a € IR un paramétre. Soit f la fonction définie par

_ ] S i) #(0,0)
flw,y) = { 0 " si(z,y) =

1. Justifier que f est de classe € sur IR*\{(0,0)}.
Correction : L’expression ””i;‘jgf
ment différentiable en tout point (zg,yo) tel que le dénominateur x3 + y2 ne s’annule

pas. On en déduit que f est au moins de classe € sur IR*\{(0,0)}.

2. Montrer que la fonction f est continue en (0, 0).
Correction : On calcule f(z,y) en coordonnées polaires * = rcosf et y = rsiné,
pour r > 0 :

est une fraction de polynomes donc elle est infini-

r3cos® 0 — ard cosOsin’ @ N

= r(cos

f(rcos@,rsin) =

—a cos fsin® 6).
2

Par conséquent, pour tout 6 € IR, en utilisant 'inégalité triangulaire, on a
|f(rcos®,rsin@) — £(0,0)] < r|cosf® +|a||cosfsin®0| < r(1+ |al),
—— —_———
<1 <1
car Imcos = Imsin = [—1,1]. On pose g(r) = (1 + |a|) qui vérifie g(r) = 0. La
r—
condition suffisante de continuité en (0,0) est démontrée.

3. Déterminer les dérivées partielles premiéres de f en (0,0).

3 2
on e JOH00) = F(0,0) _ P=EEE 0 e Of 4.0 —
Correction : e - = - =5 =1 ;L& Donc 8_x(0’ 0)=1|
0,0+ k) — f(0,0)  T=2xE —0 9
.f(’ + k) f(’): k =0 — 0. Donc —f(O,O)ZO.
k k k—0 dy
4. Montrer que f est différentiable en (0,0) si et seulement ov = —1.
(Indication : étudier bien les cas o« = —1 et o # —1 pour démontrer I’équivalence.)

Correction : On écrit
f(h,k) = f(0,0)+1xh+0xk+Vh?>+ Ek?(h, k).

1 TSVP!



h3—ank? )

On a donc pour tout (h,k) # (0,0), e(h, k) = ’;Z;ik2 = _(}(;‘:);;g On pose
également €(0,0) = 0.

e Si @ = —1 alors pour tout (h,k) € IR, on a £(h,k) = 0 (cad que la fonction
est identiquement nulle). On a donc  lim &(h,k) = 0. La fonction f est donc

(h,k)—(0,0)
différentiable en (0,0).
e Si o # —1 alors on prend le chemin z = y et on pose pour t € IR :

gp(t):G) avec  ®(0) = (0,0).

On étudie la composée

cod(t) =e(t,t) = —(1+a) t33={ ~(I+a)gs sit>0

(212) (1—1—04)2\[ sit<0

Les limites & gauche et a droite, quand ¢ — 0 sont différentes de £(0,0) = 0. Cela
signifie que la fonction € o ® n’est pas continue en (0,0). Comme P est continue en
t = 0, on en déduit que £ n’est pas continue en (0,0) et que la fonction f n’est pas
différentiable en (0, 0).

5. Pour quelle(s) valeur(s) de a, la fonction f est-elle de classe €' sur IR*?
Correction : e Par contraposée d’une propriété du cours, si a # —1 alors f ne peut

pas étre de classe € sur IR?.
e Si a = —1 alors ¥ (x,y) € R?, f(x,y) = x. 1l s’agit d’une fonction polynémiale

donc f est méme de classe € sur IR>.

Exercice 2 (Baréme approximatif : 4 points)
Soit f la fonction définie sur IR? par

fx,y) = 2° + yV3+ 2cos(z + y).

1. Déterminer le gradient de la fonction f .
Correction : Par somme et composition de fonction €°, f est de classe €°°. On peut

donc calculer son gradient et ses dérivées partielles secondes en tout point.

[ 2z —2sin(z +y)
Vf(z,y)= (\/g_zsin(a:er)) '

2. En déduire le (ou les) point(s) critique(s) de f. B
Correction : Les points critiques sont les solutions du systéme V f(x,y) = 0.

2r = 2sin(z +y) 20 = V3
{\/§ = 2sin(x +y) <:>{\/§ = 2sin(z +y) <:>{

V3
2

@ = 3 x = ¥3
& 2 ou 5 ke
T4+2kn = x4y T H2%T = z+y
Il y a une infinité de points critiques de la forme (i —% + % 4+ 2k7) ou (\/75, —‘/75 +

% 4+ 2kn) , kel



3. Déterminer les dérivées partielles secondes de f.
Correction : Grace au théoréeme de symétrie de Schwarz, on calcule seulement 3
dérivées partielles secondes :

%(J;w) =2 —2cos(x +y), giy{(%!/) = —2cos(z +y)
ot 2 f & f
(z,y) (x,y) = —2cos(x + y).

0xdy - Oyox

4. En déduire la nature des points critiques (minimum, maximum, point selle).

Correction : e Pour les points critiques (2, —¥3 + 2+ 2km), on a cos(z +y) = 3

2 2 2
donca=1,b=—-1,c=—1et
A=b—ac= (-1 -1x(-1)=2>0.

Ce sont des points selles.
e Pour les points critiques (%5°, —%5° + %’T + 2km), on cos(z + y) = —% donc a = 3,
b=1,c=1et

S
S

A=V —ac=1>-3x1=-2<0.

Comme a > 0, il s’agit de minimum locaux.

Exercice 3 (Baréme approximatif : 5 points)
On rappelle les formules suivantes : pour g : R* = R et 4 : R* — IR? différentiables, on a
div(gA) =Vg- A+ gdiv A et R(QA) =VgnNA+ gHA.

1. Soit V' le champ de vecteurs défini sur D = {M(a:,y, DeR} | 14+o+y+2> 0} par

1 y—=
‘/ , Y, = —
(2,9, 2) l4+z+y+2z ;_z

(a) Montrer que V dérive d'un potentiel vecteur U : D — IR®.
Correction : Le champ de vecteur V est de classe > sur D donc on vérifie le

critére a l'aide de la formule ci-dessus. On pose §(z,y,2) = m

y—z
et A(z,y,z) = [ z—x |. On calcule
r—Y
_ 1
(1+J:—&1y+z)2 1 1
Vg =| T | =— 1| et divA = 0.
(Vg)(z,y,2) (1+:L'+1y+z)2 I ETEE . et div A(z,y, 2)
T (taty+2)?



Par conséquent

divV(z,y,2) =(Vg)(z,y,2) - Alz,y,2) + §(x,y, 2) div A(z,y, 2)
=0
1 1 Yy—z
T Utz tyte)? o I
( rryTz 1 r—y

1
=— - — —y) =0.
(1+x+y+z)2<y zt+z—r+zx y>

Par conséquent, le champ de vecteur V' dérive bien d'un potentiel vecteur U :
D — R®.

(b) Déterminer la fonction ¢ : | — 1, +00[— IR de sorte que

Ulz,y,2) :¢(x+y+z)a\_>éf et U(0,0,1) = 0.

Correction : Cela signifie que U et V sont liés par la relation |V = rot U | Calcu-

lons R U a l'aide de la formule ci-dessus :

1
I s
RU(m,y,z) =¢(x+y+2)[1| NOM + ¢d(x + 1z + 2) rot OM
1 :6 vu en cours
y—z
= —Jdax+y+z2)|z—=
T —y
Par conséquent ¥(z,v,2) € R?, ¢/(z +y +2) = —m. Cela est équivalent a
écrire 1
vVt > —1,¢'(t) = ———.
On en déduit que Vt > —1,|¢(t) = —In(1 +¢t) + C'|. Et la condition initiale in-
dique que

o»(0+0+1)

=0=-In(2)+C=0=[C=-In2|

_ o O

2. Soit W : (R%)? — R® le champ de vecteurs défini par

In(yz) + 2=
W(z,y,z) = | In(zz) + #
In(zy) +

z

a) Déterminer 5 € R de sorte que W dérive d’un potentiel scalaire f : (R*)? — R.
+



Correction : Le champ de vecteur W dérive d’un potentiel scalaire si la condition
rot W = 0 est vérifiée.

2\ )+ (G-t :
a x z z

o W(a.y.2) = | gy | A ez + = | = | o 8=y = o) [
2) \way+=2) \d+H-d+]) i

On conclut que

V(r,y.2) € (R, ot W(a,y,2) =0 & [6=1]

(b) Déterminer la forme générale des fonctions f telles que Vf = W.
Correction : Tout d’abord, I’équation admet une solution ssi § = 1. On pose alors

le systéme
%(l’,y,Z) = ln(yz)+y—£z (Ll)
O (a,y,2) = Infaz)+ 22 (L)
H(r,y,2) = In(ey) + =2 (L)

X

(1) = Sz = [ (1n<yz> Lyt ) de = 2n(y=) + (y + =) In(z) + C1 (5, 2)

On dérive par rapport a y et on identifie a (Ls)

of 1 oCy
—(z,y,2) =2 X —+1In(z)+ —(y, 2
G2 =ax -+ n(@) + . 2)

Comme In(zz) =Inz+1nz, on a

oC
(L) = (9_y1(y’ z) = g—l—lnz = Ci(y,2) = / (5 - lnz) dz = zIny+yln z4+Cy(z).

On récapitule
flz,y,2) =xIn(yz) + (y+2)In(z) + z2Iny + yInz + Cy(2).

On dérive par rapport a z et on indentifie & Ls.

0
O (.2 = L () + ) + L+ O4(2)

(L3) = Co(2) =0=Cy(2) =C, CeR.

Finalement, la forme générale des solutions est

f(z,y,2) =xIn(yz) + yIn(zz) + zIn(zy) + C|, C € R.




Exercice 4 (Baréme approximatif : 6 points)
Soit S; et Sy deux surfaces définies par les équations cartésiennes suivantes :

(S)): 2 +y* =277 et (S2): z+4+1=2z

Soit € = 51 NSy la courbe d’intersection des deux surfaces S; et Sy et My = (1,1,1) € €.

1. Déterminer un vecteur normal & la surface S; passant par le point M.
Correction : La surface Sy est définie a partir de ’équation implicite

fla,y,z) =222 — 2 —y? = 0.

—
Un vecteur normal est donc donné par le gradient Ny = V f(My). On a Vf(x,y,2) =

—2x . —2 -1
—2y |. Donc un vecteur normal est Ny = | =2 | =2 | —1
4z 4 2

2. En déduire I’équation du plan tangent a S; passant par M.
Correction : On en déduit qu'un point M(x,y, z) appartient au plan tangent si

r—1 —1
—
MoM N, —0e [y—1]-[=1] =0
z—1 2

Apreés simplification, on obtient ‘3: +y—22=0]|

3. (a) Montrer que € peut également s’écrire comme 'intersection d’un cylindre elliptique
d’axe de direction (Oz) et d’un plan.
Correction : A l'aide de I’équation implicite de Sy, on obtient que 42% = (z + 1)
On pose alors I'égalité

20242y = (241)? & 207 42y* = 224 20+1 & 2?2042y = 1 & (v—1)* 42y = 2.

On normalise I’équation pour déterminer les caractéristiques du cylindre : @ +yt =1

I s’agit d’un cylindre elliptique d’axe paralléle & (Oz) passant par le point (1,0, 0).
Chaque section du cylindre par un plan perpendiculaire a (Oz) est une ellipse de
rayons 5 et 1 sur les axes de direction (Oz) et (Oy) respectivement.

(b) En déduire les équations paramétriques de la courbe %.
Correction : La courbe % peut étre définie par les équations implicites suivantes :

r+1=2z

Une paramétrisation de la courbe % est donc

T T 1+\/§COSQO
Mlyle? < y| =d(p) = sin @ € (0,27
z z 1+‘/7§coscp



4. (a) Déterminer un vecteur tangent a € au point M,.
Correction : Tout d’abord, on trouve que My = ®(%). Un vecteur tangent a la
courbe € en My est v = ®'(3). On calcule

—V/2sinp

P'(p) = cos ¢
—‘/75 sin ¢

On en déduit que v = 0
V2
2
R —1 1 2
NB : On remarque que ¥ est colinéaire & Ny A ﬁg =|-1]Al O0]=1{0],
2 —2 1

ol Ny est un vecteur normal au plan Ss.

(b) En déduire les équations paramétriques de la droite tangente 7 a € au point M.
Correction : Les équations paramétriques de la tangentes sont

xr
Mlyl|leT < MM=MN, NANeR
z
r = 1-X\/2
& y = 1 , AEeTR.

z = 1—)\‘/7i



