Corrigé du Médian MT22 - A2020

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou
démonstrations !

Les exercices 1, 2, 3 et 4 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 5 points)
Soit a € IR un paramétre. Soit f la fonction définie par

1+ax?—ev
flz,y) = P si (z,y) # (0,0),

f£(0,0) =1 sinon.

On rappelle la formule de Taylor-Lagrange de la fonction exp & I'ordre 1 en a = 0 : pour tout
t € R, il existe £ €]0, 1] tel que

t2
el = 1+t+§eft.

1. Montrer que la fonction f est continue en (0,0) si et seulement si o = 1.

(Indication : étudier les cas « = 1 et aw # 1 pour démontrer I’équivalence. )
Correction : On utilise la formule de Taylor-Lagrange pour obtenir une autre expres-

sion de f(x,y) lorsque (z,y) # (0,0) :

fly) = IT+ax®— (T —y*+ y—;efgyz) _ ar? +y* — %—46*@2
) 72 +y2 22 +y2

e Si o # 1, on considére le chemin d’équation x = y paramétré par la fonction ¢
définie par ®(t) = (i) et continue en ¢ = 0 avec ®(0) = (0,0). On calcule la composée

fowlr) = f(t.5)= "D e OH L s g

La fonction composée f o ® n’est pas continue en ¢ = 0. Comme & est continue en
t =0, on en déduit que c’est la fonction f qui n’est pas continue en (0, 0).

e Si @ = 1, on démontre la C.S. de continuité en (0,0). Passons en coordonnées
polaires au voisinage de (0,0) :

2 ik
. resint 0 . o
f(TCOSH,rsme) =1—- — ¢ £r?sin? 6

2
On obtient
2 o3 49 ) 2
Vr >0, V0 € [0,2x], |f(rcosf,rsinf) — f(0,0)] = ‘%e_&%mgﬂ < %
On pose g(r) = § - 0. La condition suffisante de continuité est démontrée.
r—
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2. Etudier I’existence des dérivées partielles premiéres de f en (0,0) en fonction de a.

1+ah?-1
f(h,0)—F(0,0) 7‘22 1 1
- — — a1l

Correction : o
La dérivée partielle premiére de f par rapport a x existe si et seulement si « —1 = 0,

autrement dit si @ = 1. Dans ce cas 2£(0,0) = 0.
2

L T
0,k)—£(0,0 2 — 1 ¢k
o LON-OO _ i —— — ket L,
t—0

La dérivée partielle premiére de f par rapport a y existe quelle que soit la valeur de
a et on a 3—5(0, 0) = 0.

3. Pour oo = 1, la fonction f est-elle différentiable en (0,0) ?
Correction : ® On commence par déterminer la fonction ¢ telle que

f(h,k) = f(0,0)+0x h+0xk+Vh?+ k% (h, k)

On obtient

gy = TR 2100w g

N 2024k2)3
e Ensuite on démontre que lim  e(h,k) =0:
[|(h.k)[|—0
Un passage en coordonnées polaires nous permet d’obtenir

Vr >0, V0 € [0,2x], |e(rcosf,rsinf)| = !”S‘“ 2le —Ertsin® 0 <

N3
B

!

o

La fonction f est bien différentiable en (0, 0).

Exercice 2 (Baréme approximatif : 5 points)
Soit f la fonction définie par

flr,y) =In(14+2x+2y) —2y(1+z+y)

1. Préciser le domaine de définition D de f et justifier que f est de classe €2 sur D.
Correction : Le domaine de définition de f est le demi plan

D ={(r,y) € R*; 1 +x+2y > 0}.

2. Déterminer le gradient de la fonction f .
Correction : Le gradient de f en tout point (z,y) € D est

1
Tvatoy Y
Trorg 20Ho+2)



3. En déduire I'unique point critique My(zo,yo) de f.
(Indication : on justifiera que 1+ xo+ 2yo = 1. )
Correction : Il s’agit de résoudre le systéme V f(z,y) = 0.

1
— —2y=0 1
— —2y=0 (L
o 1+2+4+2y o T+2+2 Y (L1)
— = 2(1 2y) =10 1 292 =1 (L

Comme on cherche une solution dans D on a nécessairement 1 + x + 2y = 1. Ainsi

1

1
1+x—|—2y:06ty:§ = rz=1-2y=-1

La fonction f admet un unique point critique (z¢,yo) = (—1, %)

4. Déterminer les dérivées partielles secondes de f.
Correction : On a

2 f 1 o2 f 9

@(x’y):_(l—kx—kzy)?’ 8x8y(x’y): (1+:L‘—|—2y)2_2
o f 4
R (TR

5. En déduire la nature du point critique (minimum, maximum ou point selle).
Correction : Comme f est de classe €2 au moins on utilise le développement de
Taylor-Young a l'ordre 2 pour étudier le signe de f(x,y) — f(xo, yo)-

Le discriminant de la partie réguliére du second degré est

Awoyo) = b* — ac = (_4)2 —(=1) x (=8) =8> 0.

Il s’agit d’un point selle.

f(z,y) =In(1 +z 4+ 2y) — 2y(1 + 2 + y) - Point selle en My(—1, 3)

Dy

0.8

06 05
04 lT+a+2y=0

0.2 -15
Y-AXIS 0 2 X-AXIS




Exercice 3 (Baréme approximatif : 4 points)
On considére le domaine défini par 2 = {(x,y) € R*; 22 + (y — 1) < 4 et 4y > 2%}

1. Faire une figure.
Correction :

2. Paramétrer le bord 4 du domaine 2.
Correction : Le bord 4 du domaine & est composé de deux morceaux de courbes
Cg - Cgl U ng.

M(z,y) €% < 3te]-22) (z) _ (1) = (i)

4

x 2cosd
M(z,y) € 6, < 30€]0,7), (y) = Dy(t) = (1+231n0) :
3. Soit My(v/3,2) € €.

(a) Placer le point M sur votre figure.
Correction : Voir schéma.

b) En déduire les équations paramétriques de la tangente & % en M,.
g
Correction : On observe que My € %5.
On cherche 0y de sorte que My = ®5(6y) en résolvant le systéme

{ 2cos6p = /3 (:){ cos by = 2 z

14 2sin 6y = 2 =

2m].
sin@ozé 6[7T]

Dans ce cas, les équations paramétriques de la tangente 7 a € en M, sont
M(z,y) €T < 3XNeR, M =M+ \(§)

< INeR, (z) = <2\/;/\_\/)‘§) .

Exercice 4 (Baréme approximatif : 6 points)
Soit V' le champ de vecteurs défini sur R® par

B ¢' ()
Vie,y,2) = [ o) |
¢'(2)

ol ¢ est une fonction d’une variable réelle de classe €2 sur IR.

4



1. Montrer que V dérive d’un potentiel scalaire (sans chercher & le déterminer).
Correction : On calcule le rotationnel de V' en tout point (z,y, z) € R? :

0l¢'(2)] _ 9[¢'(w)]
— o % ¢/($) o Qy B o sz 0
rot V(x,y,z) = oy A | = [¢aix)] _ [%Q(CZ)] —lo
= ! 0l¢'(y)] _ 9[¢'(=)]
5 ¢'(2) s A 0

D’aprés le cours ra V =0« V dérive d'un potentiel scalaire.
2. Exprimer, en fonction de ¢, les potentiels scalaires f : R* — IR vérifiant V= Vf.
Correction : On a V (v,y, 2) € R?, f(z,y,2) = é(z) + o(y) + ¢(2) + K, K € R.
3. On suppose que YV (2,7, 2) € R*, Af(z,y,2) =0.
(a) Montrer que le champ de vecteur V dérive d'un potentiel vecteur AR - R
Correction : On a divV =div(Vf) = Af = 0.
D’aprés le cours, div V=0 < V dérive d'un potentiel vecteur.
(b) Justifier que Vt € IR, ®"(t) = 0.
Correction : On a
V(z,y,2) R’ Af(z,y,2) =0 = V(r,y,2) € R’ ¢"(2)+¢"(y)+¢"(2) = 0.

Pour x = y = 2z =, on obtient V¢ € R, ¢"(t) = 0.
Bien que cela ne soit pas demandé, on en déduit que ¢(t) = at+b, avec (a, b) € IR%.

(¢) On cherche A sous la forme

B ¥(y, 2)
Alz,y,2) = | ¥(z, )
Y(x,y)

ot ¥ : (u,v) = (u,v) est une fonction différentiable sur IR* et antisymétrique :
v(u7 U) S ]R27 ¢(U,U) = —QZJ(U,’U).

i. Montrer que 3C € R, V (u,v) € IR?, 8—15(%11) = —%(u,v) =C.

Correction : On pose le systéme rotA =V composante par composante
g_f(xay)_g_zﬁ(zux) =a (Ll)
V(z,y,2) € R, § %4y, 2) — §E(z,y) =a  (Lo)
Go(z1) = Gy, 2) =a (Ly)

[antisymétrie de 1 entraine 8_@&(%1)) = —8—¢(v, u) |. Par conséquent
ov ou
oY oY
3 —_— —_— g
(Ll) = V(x,y,z) € R, v (xvy)+ B (:E?Z> a

- 2 50
En posant x = u et y = z = v, on obtient V (u,v) € R?, 28—f(u,v) =a.

On en déduit aussi que V(u,v) € IR?, %(u,fu) = —g—g@(bv,u) = -2
Finalement 3C = —%, V (u,v) € R?, %(u,v) = —%(u,v) =C.

>



ii. En déduire une expression algébrique du champ de vecteur A.
Correction : Par intégration partielle, on trouve

Y(u,v) =Cu—Cv+ K, Kel.

L’antisymétrie de 1 entraine K = 0. On conclut que

- Cly —z)
Alz,y,z) = | C(z — 2)
Clz —y)



