Corrigé du Médian MT22 - A2022

Aucun document ni calculatrice.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou
démonstrations !

Les exercices 1, 2, 3 et 4 sont indépendants.

Exercice 1 (Baréme approximatif : 5 points)
Soient f; et f, deux fonctions définies sur IR? par

filz,y) =In(1 + /22 + y?) et fo(z,y) = zln(1 + /22 + y?).

1. Montrer que la fonction f; est continue en (0,0).
Correction : On utilise les coordonnées polaires

Vo eR, |fi(rcosh,rsind) — f1(0,0)] = |In(1+r) —Inl| =In(1 +r) = 0.

La C.S. de continuité de f est démontrée en (0,0).

2. (a) La fonction f; admet-elle des dérivées partielles premiéres en (0,0) ?
Correction : On commence par étudier I'existence des dérivées partielles premiéres

n (0,0) :
. In(1+h)
fi(B,0) = £1(0,0)  In(1+|n)) —In1 | sth=0=5= — 1
h B h ) sih<0 W - -1
h—0—

La limite n’existe pas donc le nombre A = %(O, 0) n’existe pas.
Par symétrie, le nombre B = 88—’;1(0, 0) n’existe pas non plus.
(b) Justifier que fi n’est pas différentiable en (0, 0).
Correction : Les dérivées partielles premiéres de f; n’existent pas en (0,0) donc
la fonction f; n’est pas différentiable en (0, 0).

3. Déterminer les dérivées partielles premiéres de fy en (z,y) # (0,0).
Correction : On a

2z
8f2 24/ 22+y? x?
n(l1++/z2 + +:1:>< = In(14++/22 + y?)+ .
(9:1:( v + /2% + y? ( ) VI +yH 1+ 22 +y?)
%(l’ y) = e
Oy =7 B+ (14 e+ )
4. Justifier que 8_f2(0 0)=0et 88]; (0,0) = 0.
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Correction :

0fs _ i S2(00) = f5(0,0) o hIn(LA|A]) _
o CO=IMTT Ty TimhOri=0
» ofh,
Par symeétrie, on a aussi 8_(0’ 0)=0
Y

5. Montrer que la fonction f, est de classe €' sur R?.
Correction : e Par somme, produit, quotient et composition de fonctions usuelles, les
dérivées partielles premiéres de g sont continues sur IR*\{(0,0)}.

e Pour la continuité de % et % en (0,0), on utilise les coordonnées polaires
T Y
dfs . dfs rcos? 0
ZJ= y . _ )= - <
Vo e R, ' pe (rcos®,rsinf) 5 (0,0) In(1+47)+ —| = In(14r)+ Fpe

La C.S. de continuité de % est démontrée en (0,0). Par conséquent la fonction %i;
est continue sur IR?.
9fs O f

a—y(rcos@,rsmG) - (9_3/(0’0)‘ =

r cosfsin 6
1+7r

r
< —
1+7r r=0

Vo e R,

La C.S. de continuité de %—J;Q est démontrée en (0,0). La fonction %—];2 est également

continue sur IR

Exercice 2 (Baréme approximatif : 6 points)
Soit A € R un paramétre et f la fonction définie sur IR? par

fz,y) =" Y(x? — \y?).

1. Déterminer le gradient de la fonction f.

Correction : ( ) 2)
eVt + 2 — Ay
Vf(x,y) - (eac—y<_l.2 + )\yQ . 2)\y)) :

2. Montrer que si A € R\{0, 1} alors la fonction f admet deux points critiques a préciser.
Correction :On doit résoudre le systéme V f(z,y) = 0.

e Y(z? + 22 — \y?) =0 PN x? +2x — Ay? = 0 (Ly)
V(=2 + M2 —2X\y) =0 —2? + Xy® =2y = 0 (Ly)

La somme Ly + Lo implique que 2z — 2 \y = 0, soit = Ay. Par substitution dans
I'une ou 'autre équation on trouve

—A)’+ M =22y=0 & Ay(1-Ny—2)=0

& (- ny-2)=0
< y=0ou(l1-XNy—2=0

2
& =0 = —.
A£1 4 ony 1—A

La fonction admet deux points critiques (0,0) et (-2, :%).
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Dans la suite on pose A = 3.

3. Déterminer les dérivées partielles secondes de f.
Correction : La fonction f est de classe €2 sur IR? donc ses dérivées partielles secondes
croisées sont égales.

82f T—Y (.2 2
@(x,y) =" Y(x® +4x 4+ 2 — 3y°)
2
aaxéfy(x, y) = " Y (—a? — 22 + 3y* — 6y)
2
g—y{(m, y) = ex_y($2 — 3y% + 12y — 6)

4. En déduire la nature des points critiques (minimum, maximum ou point selle).
Correction : e Pour le point (0,0) :

a=2b=0etc=—-6=A=0—ac=12>0.

Il s’agit d’un point selle.
e Pour le point (—3,—1) :

a=—4e? b=6eetc=—12c%= A=V —ac=—-12""*<0.

Comme a < 0, le point (—3,—1) réalise un maximum local qui vaut f(—3,—1) =
6e 2.

Exercice 3 (Baréme approximatif : 4 points)
Soit a, B € R deux paramétres. Soit ¢ : IR* — IR une fonction de classe €' au moins et paire.
On définit le champ de vecteurs V sur D := {(z,y,2) € R®; y # 2} par

. ary + 2° . 0
V(M) = ( 22— 20(y — 2) ) et V(0,1,0) = (0)
)

Bz 4+ yp(y — 2 1

1. Montrer que
— = ,
rotV=0 & a=ay, =0 etVt>0,t(t)+2p(t)=0,

oll ap et [y sont deux réels & préciser.

Correction :
. ply —2) +ye'(y —2) = (= ply — 2) + 2¢'(y — 2))
rotV (M) = 322 — 322
2r — ax
20(y —2) + (y — 2)¢'(y — 2)
- (3-8)2
(2 —a)x
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. — = . .
On en déduit que rotV (M) = 0 si et seulement si

a=2 fB=3 et V(2R y#z 20y—2)+Hy—24¢Wy-—=2).

Par changement de variable ¢t = y — z et parité de la fonction ¢, la derniére condition
équivaut a
Vi >0, to'(t) + 2¢(t) = 0.

2. Déterminer la forme générale des fonctions ¢ de sorte que V dérive d'un potentiel scalaire.
1
Correction : On écrit gf’(t) = —2p(t). On trouve ¢(t) = Ce 2l = Ceh e = $. La
condition initiale sur V' implique ¢(1) = 1 soit C' = 1. On a donc

3. Déterminer la forme générale des fonctions f: D — IR telles que V= V.
f z
Correction : Trouver f(z,y,z) = 2%y + 22> + —— + C,C € IR.
y—z

e On pose le systéeme Vf = v

O o2) = 2oy (L)
33@@ 2) 2o (L)
gf]yc Y, (y — 2)2 2
a(x,y,z) = 3$Z2+( —2)2 (Ls)
e Intégraton partiellede (L) :
of 5 3
(#) f(xvyaz): %(:z:,y,z)dx::cy—i—xz +Cl(y72>'
e Identitification avec (Lg) puis calcul de C4(y, 2) :
8f 2 801 801 . z
(#> = a—y(l?, Y Z> =T+ ay (y7 Z) Comparai??n avec Lo ay (y7 Z) o (y — Z)2

Une intégration partielle par rapport a y entraine :

oC
Ly, 2)dy = —— + Ca(2).

(##) Cl(y> Z) = a_y y—2z

e Identification avec (L3) puis calcul de Cy :

(#) et (##) = g—£<x, y,z) = 3x22+y i _—r fz)2+c;(z) = 3u22+—L 4 Cl(2)

Clz) =0 = Cu(z)=C, CeR.

Comparaison avec L3

D’ou le résultat annoncé.



Exercice 4 (Baréme approximatif : 5 points)
On considére le domaine défini par

2 ={(z,y) eR?*; L+

2 2 2
£ <1let @ —y <1}
1. Faire une figure.

Correction :

2. Paramétrer le bord ¥ du domaine 2.

Correction : Le bord ¥ du domaine Z est composé de quatres morceaux de courbes

C =61 UG UG UGy

t
M@y et <« 3¢ E,BZ], (x) 2(0) = (jﬁcgisnge)
(/7).

y t

3
Mey) et = 30217 ()

~__
I
KA
Ny
=
|
VR
glw
N
@ 9
=
<= O
~__

3. Soit My(—1,*0) € 4.

(a) Placer le point M sur votre figure.
Correction : voir la figure.



(b) Déterminer les équations paramétriques de la tangente & € en M.
Correction : On cherche 6y de sorte que My = ®5(6y) en résolvant le systéme

= 90 = 2?71- [271']

=

2cosfy = —1 N cos by =
V2sin 6, = \/76 sin g =

Dans ce cas, les équations paramétriques de la tangente 7 a ¢ en M, sont

ol
CM[\IJ

M(z,y) € T < 3INeR, M = M+ APy(3)
—1-AX
& IeR, ($>:(\/6 g)
y T TAY

Correction : La premiére ligne implique \ = —HT;
dans la deuxiéme composante, on trouve

24/6 6
y:—\/_+x£ < y\/é—x:él.

3 6

(c) En déduire une équation cartésienne de la tangente a € en M,.
= —@. Par substitution




