Corrigé du Médian MT22 - A2024

Exercice 1 (Baréme approximatif : 10 points)
Partie I - Continuité, différentiabilité

. : o flz,y)=(2*> =y ) In(zx +y) siz+y>0
Soit f la fonction définie par { £(0.0) = 0 Sinon.

Indications : (i) on rappelle que x> — 3> = (x — y)(x +y) et (i) Vt €]0,2], |tInt| < /1.
1. Montrer que la fonction f est continue en (0,0).
Correction : On a pour |z + y| < 2,

[f(2,y) = £(0,0)] = (" —y*) In(z +y)| = |[(z = y)(z + y) In(z+y)| < |z —y[Vz +y

On utilise les coordonnées polaires © = rcosf et y = rsinf.
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Vo €]—

Comme g(r) = 2rv/2r e 0, la condition suffisante de continuité est démontrée. La
r—
fonction f est bien continue en (0,0).

2. Déterminer les dérivées partielles premiéres de f en (0,0), puis en (z,y) # (0,0).

Correction : 8f(0 - F(h.0) — £(0.0) T
ox h—0 h h—0
é)f(o 0) = lim LOR = FO0 k=0
oy k—0 k k—0
Pour (z,y) # (0,0) :
af 2% — q?

= 2zIn(z+y)+(z—y) et g—g(fﬂ,y) = —2yIn(z+y)+(z—y).

=L — 92zl
e (z,y) = 2xIn(z+y)+ P

3. Soit u la fonction continue sur IR définie par u(t) —t+e Zsite R et u(0) = 0.

A T'aide des courbes paramétrées par (¢, u(t)) et (u(t),t) pour ¢ € IR, montrer que % et
g—g ne sont pas continues en (0, 0).

Correction : e Pour justifier la non continuité de , on choisit le chemin (¢, u(t)) :
of — 2t In(e” 1)) = 2t x (— &)+ (t—ult)) = =L+ (t—u(t)) — +
O (1 (1)) = 2t (e )+ (t—u(t)) = 2% (= )+ (t—u(t) = —++(t—u(t)) =, Eoo.

La limite n’existe pas donc gf; n’est pas continue en (0,0).
e Pour justifier la non continuité de , on choisit le chemin (u(t),?) :

of

8y< u(t),t) = —2tln(eft%)+(u(t)—t) = —2t><(—ti2)—|—(u(t)—t) = 1t (u(t)—t) — +oo.

La limite n’existe pas donc 2L n’est pas continue en (0,0).

dy

1 TSVP!

| f(r cos 0, 7sin 6)—£(0,0)] < r|cos@—sinf|y/r(cosd + sin0) < 2rv/2r = g(r)



4. La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?
Correction : Il ne faut pas utiliser les liens logiques.

On a |e(h, k)| = ‘\/fgflzg < |h\;:‘2+v };:;k En coordonnées polaires, on obtient
T 3T . : .
Vo €] — T ZL le(r cos @, rsin )| < |cosf — sinf|y/r(cos @ + sin @) < 2v2r = g(r)

Comme g(r) = 2v/2r - 0, la fonction f est bien différentiable en (0,0).
r—

Partie IT - Recherche d’extrema locaux
Soit ¢ la fonction définie par g(x,y) = (z* — y*)In(x +y) + 2y + %
On admet que g est de classe €2 sur D = {(z,y) € R*, z +y > 0}.
1. Etudier I’équation y%(m, ) —i—x?—i(x, y) = 0 pour montrer que les points critiques (xq, yo)
de g vérifient zo(2x¢ + yo) = 0.
Correction : Le gradient de g est

B 2eln(z+y)+ (z—y)+y  2zln(z+y)+=x
Veley) = (—2yln<:c+y) + (2~ ) +x+y> - (—2y1n(a:+y) +2x)

0 0
Uu Bo0) + 5 (0 y) = y Qelabe ) + ) + o (“2ylabr ) + 20)

x
=2y + 2% = 22z + y).

Si Mo (o, yo) est un point crique de ¢ alors Vg(M,) = 0 donc les points critiques
vérifient xo(2x¢ + yo) = 0. Soit 2y = 0, soit yg = —2x.
2. Montrer que les deux points critiques de g sont (0,1) et (—\/Lé, \/%) (Présentez une
résolution de systéme!)
Correction : On détermine les deux points critiques en utilisant les deux conditions
déterminées précédemment.

e Si xp = 0 alors Vg(0,40) = ( v

=0 & yl =0 y =
—210 1H(yo)) Yo In(yo) Yo

0 ou Inyy = 0. La seule possibilité est yo = 1 car g n’est pas définie en (0, 0).

Un premier point critique est (0, 1).

e Si yp = —2x¢, on exprime le gradient en fonction de xy uniquement :

B - 21’0 1H<LE0 - 21.0) + l'() — 0
Vg(zo, —2x0) = (4;1;0 In(zg — 270) + 20 ‘

Les 2 équations sont équivalentes : on résout 2z In(—x¢)+x9 = 0 < g = 0 ou 2In(—z()+
1 = 0. Le cas 29 = 0 est impossible (on obtiendrait le point (0,0)) donc il reste
2In(—x9) + 1 = 0, soit xg = — -

o

Le second point critique est (——-, %)

a




3. Calculer les dérivées partielles secondes de g.

Correction : 52 )
g x
a(z,y) = 82(x y)—21n(x+y)+m+l.
0%g 2x
b = .
(z,y) = g0 25 (2, y) o
0? 2

clwy) = 5 3wy) = —2Mn(e+y) - =L

4. Déterminer la nature des points critiques de g. (minimum, mazimum ou point selle).
Correction : @ En (0,1), on a a(0,1) =0+ 0+1=1,b(0,1) = 0 et ¢(0,1) = —2.
Donc A =0 —ac=0—1x (—=2) =2 > 0. Il s’agit d’un point selle.
.En(—%,%) on a a(— f\[) “1-24+1=-2 b~ %) =-2=—2et

c(— )=1-4=-3 Donc A =0"—ac=4—(-2) x (—3) = —2 < 0. Comme

a(— ) < 0, il s’agit d'un maximum local.

)

Y
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Exercice 3 (Baréme approximatif : 5 p(lints)

xz
Soit V' le champ de vecteurs défini par V(z,y,2) = g(\/2? + 3?) (yg) ou g est une fonction
2

de classe €' au moins définie sur R,

1. Montrer que V deérive d’un potentiel vecteur U:D — IR si et seulement si
(xx) Vr >0, rg'(r) + 4g(r) = 0.

Correction : Le champ de vecteur V doit satisfaire I’équation div V = 0. A l'aide du
formulaire, on calcule

divV(z,y,2) = g(v/22 + y2) div (ég) + V(g(v/2%2+9?)) - <é§>

Comme

z

Tz ' v
| - Ty - SO/
div (y) = 4z et Vg 1) = T <%> |
on obtient

div V(z,y, ) = 42g(\/5? + ?) + LY /—fzi—t,—?) x (2(2® + 7))

=2 (49(\/W) + V22 + 2 (Va? + y2)>

On pose r = y/22 + y2 et z # 0. On en déduit que 4g(r) + r¢’(r) = 0.
2. Déterminer la fonction g satisfaisant (xx) ainsi que la condition initiale g(1) = 2.

. . Tz
Correction : A Taide du formulaire, on obtient g(r) = 2 et V(z,y,2) = (x2fy2)2 (y»g) .
z



. - 0
3. Déterminer U sous la forme U(z,y, z) = rot ( 0 >

Correction : On résout rot U = V.

Tput d’abord, ﬁ(x,y,z) = —h(z)%(x,y) et donc
0
h/(Z)g—;(l‘, y) (12242122)2
rot [j = ‘7 = h/(Z)B_y(‘r7 y> = (12243;2)2
0% f 0% f 227
—h(Z) (?(x7y) + a_yZ('Ta y)) (22+y2)2
On en déduit que h(z) = —2% (ou W (2) = —22) et f(z,y) = —m + K, K € R.
On a bien
0 f o0 f 1 422 1 49/
0 ) == G T (G

2 Az +9°) 2
(22 4+92)2 (22423 (22 +y?)?

Exercice 4 (Baréme approximatif : 5 points)
On considére le domaine défini par

2
@Z{(%y)GRQ; %+y221, et (x+1)2+y2§2}.

1. Faire une figure. ( Notez que (0,1) et (0, —1) sont les deuz points d’extrémités de €.)
Correction :




2. Paramétrer le bord ¥ du domaine Z.
Correction : Le bord € du domaine & est composé de deux morceaux de courbes

Cf:%u%g.
M(z,y) €6 <« dte 3T (x) = 0,(0) = (\/50086)).

55k “in 6

M(z,y)e% <« 30¢ [g,%ﬂ], (";) — 3,(0) = (‘1\%ﬁ‘;089) |

3. Soit My(—2,1) e €.

22
(a) Placer le point M sur votre figure.
Correction : Voir la figure.

(b) Déterminer les équations paramétriques de la tangente a& ¢ en M.
Correction : On cherche 6y de sorte que My = ®1(6y) en résolvant le systéme

{ \/gcoseoz—% @{ (;.0:360:—\/7g 5%

sinf = 4 (:)HOZF 27}

Dans ce cas, les équations paramétriques de la tangente 7 a € en M, sont

M(z,y) €T << 3INeR, M = M+ A\ ()
T _ 3403
& INER, (y): it )

(c) En déduire une équation cartésienne de la tangente & € en M.

Correction : La seconde ligne implique A = % Par substitution dans la premiére

composante, on trouve



