Université de Technologie de Compiégne

MT22 - Avril 2024 - Partiel-Corrigé

Exercice 1. (3 points) Soit ¢ une constante réelle. On consideére ’équation suivante, dite
équation de transport :

of of
E(t,x) = c%(t,x). (1)

On suppose désormais que f(t,z) = a(x+ h(t)) ol a et h sont des fonctions dérivables. De plus,
on suppose que h(0) = 0.

1. Calculer g{ et gf en fonction des dérivées premieres de a et h.
x

Corrigé (2 pts) : On a

8f / /
a(tﬂ?) = h'(t)a'(z + h(t))
et
of o

2. Trouver la fonction h pour que f soit une solution de 1’équation de transport (1), pour
toute fonction a.

Corrigé (1 pt) : Si f est une solution de (1), alors on obtient que h'(t) = ¢. Cela implique
que h(t) = ct + K. Vu que h(0) = 0 on déduit que h(t) = ct.

Exercice 2. (4 points) On considere la fonction f : R? — R définie par

1 1 1
f(m’y)zl—:c+1—y+x+y7 pourtout O0<z <1, 0<y<l.

1. Déterminer les points critiques de f.
Indication : On pourra utiliser a® — b2 = (a + b)(a — b).

Corrigé (2 pts) : On résout le syteme %(x, y)=0et g—g(x, y) = 0. A savoir
1 1 1 1

A-a2 @ro? % T-pf Gt

On soustrait les deux équations on obtient

(1-yP-0-2?® @2-z-yl—y)

= = 0.
(1-2)*(1—y)? (1—2)*(1—y)?
Puisque 0 <z <1let 0 <y <1, on sait que 0 < z +y < 2, donc z = y. Cela qui implique
que (1 — 2)? = 422 et par conséquent z = % ouzxz =—1. Vuque 0 < x <1, on déduit que

(%, %) est le seul point critique.

2. Etudier la nature de ces points ?

Corrigé (2 pts) : On calcule les dérivées partielles d’ordre 2 de f :

O*f 2 2 O*f 2 O*f 2 2
e (e e e L 7 R ()

D’ou
_ oy _2r 9 (1N 2T o (11 2T
“Tor2\33) T2 "Toaway\3'3) "4 ¢ T a2\33)7 2

On remarque que A = 4(b? — ac) = % —27%2 < 0 et car a > 0, on déduit que (%, %) est un
point de minimum.




Exercice 3. (5,5 points)

1. Le théoreme de Taylor-Young assure qu’une fonction g deux fois dérivables vérifie la fomule
suivante :

9" (o) 2 2
T (x —x0)° + (x —x0)%€(x) avec lim e(x)=0.
21 T—T0

g(x) = g(@o) + g'(z0)(x — o) +
Soit g(z) = e®. Donner le développement limité a l'ordre 2 de g(x), au voisinage de 0.

Corrigé (1 pt) : On a
2

x :1’; 2 : _
et =142+ 5 + 2%€(z) avec }jl_r}r%)e(x)—().

2. On considere la fonction f définie par

1 sinon .

ex2+y2_1 .
fla,y) =4 o7 (z,y) # (0,0)
(a) La fonction f est-elle continue au point (0,0) ?

Corrigé (1 pt) : On considére les coordonnées polaires = = r cos(6) et y = rsin(0),
avec r > 0 et 0 < 6 < 27. On peut vérifier que

f(rcos(9),rsin(f)) = -

Ce qui prove, d’apres le développement limité de e®, que

2
e —1 o
T T e S0

11_I>I(1) f(rcos(f),rsin(0)) = 11_r>r[1) "
Alors f est continue en (0,0).
(b) Les dérivées partielles premieres de f existent-elles au point (0,0)?

Corrigé (1 pt) : Par la définition des dérivées partielles et en utilisant toujours le
développement limité de e®, on peut voir que

of _f(h,0) = f(0,0) . e —1-h* ot
—2(0,0) =1 —1 1 —o.
gz 00 = fim h hoo b3 B0 253

De méme, on peut prouver que 2—5(0, 0) =0.
(c) La fonction f est-elle différentiable au point (0,0) ?

Corrigé (1 pt) : Il suffit de calculer la limite suivante

hok) — R2+k? 1 B2 g2
lm e(h k)= lim LUK SO0 e .
(h,k)—0 (hk)—=0  \/h?+ k? (hk)—0 (h? + k2)2

On passe en coordonnées polaires, on obtient que

li (h, k) = lim €( (0), rsin(f)) = li M_l' i_o
(h’llﬁl)ILOG k) = lim e(r cos(6), 7 sin = lim 3 =lim o5 =
Donc f est différentiable en (0,0).

(d) Les dérivées partielles de f sont-elles continues au point (0,0) ?

Corrigé (1,5 pts) : On peut voir que



(0,0)
(0,0).

(5132+y2)2
0 st (z,y)

ox

[N

w(22 42 e v _op (e ty? _ .
6f(x,y)={2( e s (@)

De plus, si on considere les coordonnées polaires, on peut vérifier que

22 cos(6)e™ — 2 cos()(e” — 1)

g(r cos(#),rsin(0)) = 3

ox
Alors

2 2, 4y 2, .4
lim —=(r cos(#), rsin(f)) = lim rcos(6)(2+2r" + 1) = cos(9)(2r” + 1) = lim (r+7r%) cos(9) = 0,

r—0 Jx r—0 ’r3 r—0

car |cos(f)| < 1. Cela montre que la dérivée partielle de f par rapport a z, est
continue en (0,0). De méme fagon on peut montrer que la dérivée partielle de f par
rapport a y, est aussi continue en (0,0).

Exercice 4. (6 points) Soient « et 3 deux constantes réelles. On consideére le champ de vecteurs
V = (y+ B,z — 2y + 20z, 2By + az).

1. Sous quelles conditions portant sur a et 8 le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel
scalaire.

Corrigé (1 pt) : V dérive d'un potentiel scalaire si et seulement si rot(V) = 0. De plus,

on arot(V) = (2(8 — «),0,0) et par conséquent rot(V) =0ssi 8 =a.

2. On suppose que V dérive d’un potentiel scalaire f telle que £(0,0,0) = —1et f(1,1,1) = 1.
Calculer, dans ce cas, f, a et S.

Corrigé (2 pts) : Dans ce cas, on sait que rot(V) = 0, donc 8 = a. On cherche maintenant
une fonction f telle que

g’”(x,y, D-ytar (1)
j(x,y, z)=x—2y+2az (2)
7

a(x, Y, 2) =20y + az (3)

On integre ’équation (1) par rapport a x, on obtient

o
f(xaya Z) = l'y+ 5'12 +g(y7 Z)

On dérive cette équation par rapport a y, on déduit, par I’équation (2), que

gz(y, z) = =2y + 2az.

Cela montre que g(y, z) = —y? + 2azy + h(z) et par conséquent
e
f(z,y,2) =2y + 5362 — %+ 202y + h(2).

Finalement, on dérive cette équation par rapport a z, on déduit, par I’équation (3), que
W (z) = az. Alors h(z) = 2%+ ¢, dou

(0% 8]
fl@,y,2) =zy+ 5332 — 2+ 2azy + 5::2 Te

De plus, puisque f(0,0,0) = —1 et f(1,1,1) = 1, on obtient que c = —1 et a = %



3. Pour quelles valeurs de a et 8 le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel scalaire et
d’un potentiel vecteur ?

Corrigé (1 pt) : D’apres la premiére question, on sait que V dérive d’un potentiel scalaire
ssi & = B. De plus, si V' dérive d’un potentiel vecteur on a div(V') = 0, donc 5+ a = 2.
Cela montre que a« = g = 1.

4. On se place dans le cas précédent et on suppose que V= rot((j ) avec
U = (—g(y) + 2¢(x,y), —2(x,y), —2zz) on ¢(0) =0.

Déterminer la forme générale des fonctions g, 1 et ¢. En déduire la forme de U.

Corrigé (2 pts) : Dans ce cas, on sait que a = f = 1. On commence & calculer

rot(@) = (o). 22 + 0(e). = 5o — 50 0) + ).
D’ou
(z,y) =y +a (1)
2z 4+ ¢(x,y) = — 2y + 22 (2)

—298(x,y) — 252 (x,y) + g (y) =2y + 2 (3).

D’apres (1) et (2), on a ¢(x,y) =y +x et ¢(x,y) = x — 2y. On remplace cela dans (3), on
obtient que ¢/(y) = 2y, alors g(y) = y? car g(0) = 0.

Exercice 5. (3,5 points)

1. Soient m; et w9 les plans suivant :

m:rx+y+z=1 et m:iar—y—z=1,
avec a € R.

(a) Trouver un vecteur normal N & 71 et un vecteur normal Na a ma.

Corrigé (0.5 pt) : On utilise I’équation cartésienne de 7; et de 7, on déduit que
Ny =(1,1,1) et Ny=(a,—1,—1).
(b) Pour quelle valeur de a, m et mo sont colinéaires. Justifier votre réponse.

Corrlge (0.5 pt) : Si m et my sont colinéaires, alors les deux vecteurs normaux N
et N2 sont colinéaires. Par conséquent Ng = aNl, douta=—-1eta=-—1.

(¢) Pour quelle valeur de a, m et my sont orthogonaux. Justifier votre réponse.

Corrigé (0.5 pt) Sl w1 et mo sont orthogonaux, alors N1 et Ng sont orthogonaux.
Par conséquent N1 N2 =0, donc a = 2.

(d) Est-il possible d’avoir m; = mo. Justifier votre réponse.

Corrigé (0.5 pt) : Le plan 71 ne peut pas coincider avec 7o, car si on prend dans
ce cas x =0, on obtient y +z=1et —y — z = 1. Ce qui imlique que 1 = —1 et c’est
qui est impossible.

2. On suppose désormais que 71 et m2 ne sont pas colinéaires et on note la droite D l'inter-
section entre m; et mo.



(a) Trouver un vecteur directeur V de D.

Corrigé (0.5 pt) : Etant donné que N; est orthogonal & D et N» est orthogonal &
D, un vecteur directeur de D est

V=N ANy=(0,14a,—1—a).

(b) Trouver un point particulier My de D.

Corrigé (0,5 pt) : On considére le cas particulier z = 0, on obtient x +y = 1 et

ax —y = 1. Cela montre que z = li—a et y = _114:1‘1 D’ou My = (li—a, %,0).

(¢) En déduire une équation paramétrique de D.

Corrigé 0,5 pt : Une équation paramétrique de D, est

2
T=11a

D:¢ y=(1+a)t+ 22 teR.
z=—(14a)t



