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Exercice 1.

1. Soient a et b deux réels positifs (a # b). On considére le domaine défini par

22 g2
D:{(m,y)eRQ; x>0,y>0, a2—|—b2§1}.

(a) Représenter graphiquement D.

(b) Calculer la masse totale de D en supposant que la masse surfacique est u(z,y) = x.

Corrigé :

boray/1-2 b 2 y? a2b
//xdxdy:/ / xdmdyz/ (1—2>dy:,
D 0o Jo 0o 2 b 3

ou bien par changement de variables, on a avec x = arcosf, y = brsind, 6 € [0,7/2],r € [0, 1]

et J = abr

7r/2 1 a2b
// rdxdy = / / a?br? cos 0drdd = —.
D 0 0 3

(¢) Soit v le bord de D orienté dans le sens trigonométrique. Calculer de 2 fagons différentes la

circulation de V = (0, %2> le long de la courbe 7.

Corrigé :

1°T¢ méthode : On utilise le théoréme de Green-Riemann, on sait que

2
T,(V)://E)xdxdy:%b.

gtme

méthode : Soit A le point de coordonnées (a,0) et B le point de coordonnées (0, b). Alors,

en remarquant que la circulation sur OA et sur BO est nulle, de plus en paramétrant ’arc AB

par x = acost,y = bsint,t € [0,7/2], on a

2 w/2 2 24 L pa2(1 — u2 2,
// xdxdy:/idyzw/ mbmtmoz/ ba® 1 —w?) , _ a7b
I L 2 o 2 0 2

(d) On suppose que la masse surfacique de D est constante et égale a 1, donner les coordonnées

du centre de gravité de D.

Corrigé : Comme p = 1, on a que la masse=aire(D)= ”T“b. Ainsi,

a®b 4 4 4
2% == Za, yo=o-b

re = 3 ﬂab:?ﬂr 3r

2. Soit V le volume de R?® défini par

V= {(x,y,z) ER? 2?44 +22<1,2>0, y> 0}.
(a) Faire une figure représentant V.
(b) Montrer que
/1 (1—12)%2dt = s
. 8
Indication : On pourra faire le changement de variable ¢ = sin(6).

1 71'/2 . 7T/2 20 1 2
/ (1—t2)3/2dt:/ |cos39|cos0d9:/ (W) d6
-1 —7/2 —m/2 2

=- /Tr/2 (cos?(26) + 2cos(20) + 1) df = 1dm _ 3w
R 42 8

Corrigé :



()

Exprimer /// f(z,y, z)dzdydz & Vaide d’intégrales simples en x, en y et en z, en utilisant
%

des batons paralleles a Oz.

Corrigé :

///Vf(x,y,z)dxdydz = /11 [Am/z [/O\/l%—zzzf(x,y,z)dz] dy] dz.

Calculer la masse totale de V en supposant que la masse volumique est p(z,y, z) = x.
Indication : On pourra utiliser les résultats de la question 2-(b).

Corrigé :

V1-4y2—22 1
/// rdxdydz = // / rdrdydz = = // (1 — 4y? — 22) dydz
\% D(yOz) JO 2 D(yOz)

1 /1 V1—22/2 1 /1 V1—22/2 1 pV1-22)2
= 5/ / (1 — 4y? — 22) dydz = 5/ / (1 — 22) dydz—2/ / y2dydz
—1Jo —-1Jo -1J0

1 1 137 T
= — ]_— 2 3/2d = —— = —,
6/_1( T

Retrouver le résultat précédent en utilisant un changement de variables, précisez bien le do-
maine de variation des nouvelles variables.

Corrigé : On pose x = rcosflcos¢, y = gsinflcosg, z = rsing, 0 <r < 1,-7/2 < ¢ <
7/2, 0< 0 <7/2, J = 3r?cos¢. Ainsi,

1 /2 /2 1 1
///Vacdxdydz :/0 /—ﬂ/z/o §r3 cos? ¢ cos 8dOdpdr = 3 x 1 x g = 116

Calculer le volume de V.

Corrigé :

1 /2 /2 1 T
Vol(V) = / / / drdydz = / / / —r2 cos pdOdpdr = —.
v 0o Joms2Jo 2 6

Soient > la surface limitant V), orientée suivant la normale extérieure et W = (0,z,x2).
Déterminer, en utilisant un théoreme intégral (préciser le théoreme utilisé), le flux de W a
travers X.

Corrigé : D’apres la formule de Gauss-Ostrogradski, on sait que

b5 (W) = / / /v div(W)dzdydz = / / /V xdmdydz:l%.

En déduire le flux de W & travers

Y3 = {(x,y,z) ER3: 22+ 4y°+ 22 =1, >0, yEO}.
Corrigé : On a ¥ = X1 (y = 0) U Xa(z = 0) U Xg(ellipsoide).

. 7T/2 1 2
os, (W) = // —zdrdz = / / —r?cosOdrdd = —=.
D] —m/2J0 3

¢22 (W) - 0’

De plus

d’ou 5 5
- - i
P, (W) = ¢=(W) + 3716 + 3



Exercice 2.
1. Soient D = [0,1] x [0,1] et f(z,y) = 2.

(a) Calculer
[ [ sy,
D
Corrigé : On sait que

L= /01 Uol a:ydx} dy = /01 y%dy — [y + )]} = In(2).

(b) En exprimant de deux manieres I7, déterminer la valeur de

1
t—1
n= [
o In(?)
Corrigé : On peut vérifier que

11:/01 [/leydy} da::/oli;(_:;dxzjlzln(Z).

Tty g(ay) = —o
(1+22)(1+y2) ’ (1+22)(1+yz)

(a) Trouver les primitives suivantes :

1 t
——dt et ——dt.
/1+ﬁ ¢ /1+ﬁ

2. Soient D =[0,1] x [0,1], f(z,y) =

Corrigé :

1 t 1
/ mdt =arctan(t) + ¢ et /mdt =3 In(1+ %) +c.

IQ://Df(a:,y)dxdy.

(b) Calculer

Corrigé : On sait que

1
In(2 1 T
:/ (2) 4T Y g
o 2 14y 41+y

In(2 LT [111(1 +y2)} b In(2)m

[arctan(y)]; +

4 2 4

(¢) Montrer que g(z,y) + g(y,z) = f(x,y). En déduire, apres avoir interverti les rdles de x et y,

la valeur de
k://gmmmw
D

Corrigé : Tout d’abord, on peut voir que

__rtytayitaty (@t+y)tay)
9@ )+ 900 = T T B+ ye) ~ A0+ +ga) Y

Vu que D est symétrique en x, y on obtient, apres avoir interverti les roles de x et y, que

2J2://Dg(m,y)dxdy—i-//Dg(y,x)dxdy://Df(x,y)dxdyzln(j)ﬂ-.

In(2)7
T

Alors Jy =



(d) Exprimer J; en fonction de l'intégrale suivante :

In(1+4t¢
Ky
- [
En déduire la valeur de K.
Corrigé : On a

B vy — 1[ln(1+xy)]1x: "n(lta)
= [ f otwopisty = [ G = [ e = ks

Alors Ko = ln(s)ﬁ

Exercice 3.

1. On considere f : R2 — R. . On suppose que f est une fonction deux fois différentiables avec des
dérivées partielles d’ordre 2 continues, vérifiant :

Af(z,y) =0.

On définit, pour tout R > 0, le domaine suivant :

Dp = {(z,y) € R (z—x0)*+ (y — y0)* < R?}

et on note
27

¢(R) = ; f(Rcos(0) 4+ zo, Rsin(0) + yo)do.

(a) Exprimer lintégrale suivante :
Io :/ f(@,y)dzdy,
Dry,
en fonction d’une intégrale simple faisant intervenir ¢(R).

Corrigé : On pose © = Rcos() + xg et y = Rsin(f) + yo. On peut vérifier que (z,y) € D ssi
0<R<Rpyet0<6<2m. De plus, on a |J| = R. Cela implique que
Ro 27 Ro
Iy = / [ f(Rcos(0) + xg, Rsin(9) + yo)dﬁ} RdR = RH(R)AR
0 0 0

(b) Soient V = (f%(z Y), %(x y)) et Cr le bord de Dp orienté dans le sens trigonométrique.

Calculer, en utilisant le théoreme de Green-Riemann, la circulation de Ve long de la courbe
Cr.

Corrigé : D’apres la formule de Green-Riemann, on a

- 0 0
Ten(V) = /CR —afi(xvy)dfc + a%(x’ y)dy = / . Af(x,y)dzdy = 0.

(¢) Paramétrer la courbe Cg.
Corrigé :

[ @ =Rcos(0) + o
CR_{ y = Rsin(6) + yo 0<6<2m

(d) Exprimer la circulation V le long de la courbe Cg en fonction de ¢/(R).

Corrigé : On peut remarquer que

/ o of : o OF :
¢'(R) = / {cos(&)(R cos(0) + xo, Rsin(0) + yo) + sin(8) == (R cos(#) + xo, Rsin(0) + yo) | db.
0 oz dy
Alors

ro' () = [ =S+ Sy = T2, 7)



(e) En déduire une expression de ¢(R).

Corrigé : D’apres la question précédente, on a R¢'(R) = Te,, (V) Cela implique que ¢'(R) = 0,
car R>0et T¢,(V) =0 . Donc ¢(R) = ¢(0) = 27w f(x0, yo)-
(f) Quelle est la valeur de I ?

Corrigé : On utilise 'expression de ¢(R), on déduit que

Ry
Iy = / Rp(R)dR = wR2 f(x0,y0)-
0

2. On considere deux fonctions ¢ et h définies de R3 dans R. Soit V un volume de R3, limité par une
surface (S) orientée suivant la normale unitaire extérieure 7. On note

11://ggr3d(h).ﬁ do et 12://hgr3d(g).ﬁ do
S S

(a) Montrer que pour toute fonction 1 : R®> — R et pour tout champ de vecteurs U:R3 - R3 ,
on a

div(yU) = o div(T) + grad(y) - U
Corrigé : Notons U = (P(z,y, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, z)), on peut vérifier que

0

div(yU) = 5

0 . - =
So WP+ 5 (6Q) + 5 (6R) = ¥ div(D) + grad(0) - U.
(b) Soit W = g grad(h) — h grad(g). Exprimer div(W) en fonction de g, h, Ag et Ah.
Corrigé :

div(g grad(h) — h grad(g)) = gAh — hAg + grad(g) - grad(h) — grad(g) - grad(h) = gAh — hAg.

(c) Montrer, en utilisant un théoréme intégral (préciser le théoreme utilisé), que si Ag = Ah =0
alors Iy = Is.

Corrigé : D’apres la question précédente, on sait que

/ / /V div(W)dadydz = / / /v (gAh — hAg)dzdydz = 0.

De plus, par la formule de Gauss-Ostrogradski, on a

///dlv dxdydz_//wndo__o
//Sggrad(h).ﬁ dg://shgrgd(g)ﬁ o

Donc



Rappel

1. Divergence : Soit U(x, y,2) = (P(z,y, 2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) un champ de vecteurs dans R3. Alors,
on définit la divergence U , comme suit

oP  9Q

div(0) = %+@+£'

2. Masse totale et centre de gravité :

(a) Soit D un domaine de R? de masse surfacique pu(z,y), alors la masse totale de D est

m://Du(x,y)dxdy.

De plus, le centre de gravité de D est G = (zg,yq), avec

1 1
a= —// zp(z,y)dedy et yo = *// yu(,y)dzdy.
m D m D

(b) Soit V un volume de R3 de masse volumique pu(z,y, z), alors la masse totale de V est

m://ﬁﬂ@%@mww

3. Masse d’une courbe : Soit I' une courbe d’équation {z(t),y(t), z(t)}, to <t < t; de masse curviligne
w(z,y, z), alors la masse totale de T" est donnée par formule suivante :

zzfﬂmwwmwmwwwﬁ+WMP+wwww

to

4. Formule de Green-Riemann : Soit D un domaine de R2? de bord T'. Si T" est orienté dans le sens
trigonométrique, alors

/ P(z, y)dm+Qxydy—// (m—aj)dxdy.

5. Formule de Stokes-Ampere : Soit 3 une surface de bord I'. Si I' est orienté dans le méme sens que

¥, alors pour tout champ de vecteurs V = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y,2)) on a

/P(z,y,z)dl’+Q(x,y,z)dy+R(:c,y,z)dz://rot(V).fi do.
r b

6. Formule de Gauss-Ostrogradski : Soit V un volume de R?, limité par une surface (S). Si (S) est
orientée suivant la normale extérieure, alors

[ [Vde= [ [ [ aiv(@)asdya




