Université de Technologie de Compiégne

MT22 - Juin 2019- Final
Durée : 2h00.
Les documents et calculatrices sont interdits
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. (5 points)

1. On considere la courbe C; de R3, définie par ’équation paramétrique suivante :

cos(t)

C1: ¢ y(t) =sin(t) 0<t<2m.

S
t
On suppose que C; est orientée dans le sens trigonométrique.
(a) Représenter graphiquement allure de la courbe Cj.
(b) Calculer la longueur de C;.

(¢) Calculer la circulation du champ de vecteurs V = (—y, z, cos(z)) le long de la courbe C;.

2. On considere la courbe C = C; U Cy ou Cy est la droite passant par les points O = (1,0,0) et
A = (1,0, 27). De plus, on suppose que Cs est orientée de A vers O.

(a) Calculer la circulation du champ de Ve long de la courbe C.

(b) Soit (S) une surface de R? limitée par la courbe C, orientée vers ’haut. Calculer, en utilisant

—

un théoréme intégral (préciser le théoreme utilisé), le flux de rot(V) a travers la surface (S).

(c) Soit W = (P(z),Q(y), R(2)). Calculer le la circulation du champ de W le long de la courbe C.

Exercice 2. (6 points)

1. On considere le domaine défini par
2
2 z 2

on suppose que la masse surfacique est u(x,y) = o2 + 4y>.
(a) Représenter graphiquement D.
(b) Calculer la masse totale de D.

(¢) Calculer le moment d’inertie de D par rapport & oZ.

2. Soit IT" le bord de D orienté dans le sens trigonométrique.
(a) Paramétrer la courbe T

(b) Calculer de 2 fagons différentes la circulation de V = (—ya?2,4zy?) le long de la courbe T

Exercice 3. (9 points)
1. Soit V le volume de R3 défini par

V={(z,y,2) ER* 0<z<2>+¢y°+1, 2> +y* < 1}.
(a) Faire une figure représentant V.
(b) Calculer le volume de V.

2. Soit ¥ la surface limitant V orientée suivant la normale extérieure.

(a) Définir et paramétrer chaque partie de la surface 3.
(b) Calculer le flux du champ de vecteurs V= (sz, —y22, z) a travers X.

(¢) Retrouver le volume de V en utilisant un théoreme intégral (préciser le théoreme utilisé).
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3. Soient D = {(z,y) € R?; 22 +y? < 1} et g une fonction définie de R? dans R telle que

//Dg(w,y)dwdy=g~

Notons ¥; la partie de ¥ contenue dans le cylindre d’équation 22 + 32 = 1, 3y la partie de 2
contenue dans le plan z =0 et X3 = X\ (X; UXs) (le complémentaire de X1 U Yo dans X0).

(a) Calculer le flux de champ de vecteurs W = (z,y, g(z,y)) & travers 31 et %,.

(b) Trouver le flux de W & travers Y3, en utilisant un théoréme intégral (préciser le théoreme
utilisé).

Rappel

1. Masse totale, moment d’inertie et volume :

(a) Soit D un domaine de R? de masse surfacique p(x,y), alors la masse totale de D est

m://Du(x,y)dxdy.

De plus, le moment d’inertie de D par rapport & 'axe o est

://Dyzu(r,y)dfvdy-

(b) Soit V un volume de R3, alors le volume de V est

//AM@M

2. Longueur d’une courbe : Soit I' une courbe d’équation {z(t),y(t), 2(t)}, to <t < t1, alors la longueur
totale de I" est donnée par formule suivante :

1= / VEOPF GOR T (0t

3. Formule de Green-Riemann : Soit D un domaine de R? de bord T'. Si T' est orienté dans le sens

trigonométrique, alors
/ P(z,y)dz + Q(x,y) dy—// (8@ aP)d dy.
dy

4. Formule de Stokes-Ampere : Soit % une surface de bord I'. Si I est orienté dans le méme sens que

¥, alors pour tout champ de vecteurs V = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y,2)) on a

/P(x,y,z)dxJrQ(:v,y,z)derR(x,y,z)dz://rot(‘_/').ﬁ do.
r )

5. Formule de Gauss-Ostrogradski : Soit V un volume de R3, limité par une surface (S). Si (S) est
orientée suivant la normale extérieure, alors

[ [Vade= [ [ [ a(@)asdyi




