Université de Technologie de Compiégne

MT22 - Juin 2019- Final-corrigé
Durée : 2h00.

Exercice 1. (5 points)

1. On considere la courbe C; de R?, définie par ’équation paramétrique suivante :

C1:4 y(t) =sin(t) 0<t<2r.
z

On suppose que C; est orientée dans le sens trigonométrique.

(a) Représenter graphiquement allure de la courbe C;.

(b) Calculer la longueur de C;.

Corrigé : On a

2m 2m
)= VEOP+GOP+E@d= | (—sm6)? + (cos(t)? + 1dt = 2v/2r.

0 0

(¢) Calculer la circulation du champ de vecteurs V = (—y, z, cos(z)) le long de la courbe C;.

Corrigé : On a

2m
Te, (V) = / —ydx + xdy + cos(z)dz = / (sin?(t) + cos®(t) + cos(t))dt = 2.
Cq 0

2. On considere la courbe C = C; U Cy out Cy est la droite passant par les points O = (1,0,0) et
A = (1,0,27). De plus, on suppose que Cy est orientée de A vers O.
(a) Calculer la circulation du champ de V le long de la courbe C.

Corrigé : Te(V) = T, (V) + Te, (V) = 27 + Te, (V).
De plus, on sait que

z(t)=1
Co:q y(t)=0 0<t<L
z(t) = 2nt

Alors

1
Te,(V) = /c —ydx + xzdy + cos(z)dz = / 27 cos(2mt)dt = 0.
2 0

Dot Te(V) = 2.

(b) Soit (S) une surface de R? limitée par la courbe C, orientée vers ’haut. Calculer, en utilisant

—

un théoreme intégral (préciser le théoréme utilisé), le flux de rot(V) a travers la surface (S).

Corrigé : D’apreés le théoréme de Stokes-Ampere on sait que T (V) = () (rot(V)) = 2.
(c) Soit W = (P(z),Q(y), R(2)). Calculer le la circulation du champ de W le long de la courbe C.
Corrigé : Tout d’abord, on peut vérifier que rot(W) = 0. Cela montre que le champs de

vecteurs W dérive d'un potentiel scalaire et par conséquent %(W) = 0 puisque C est une
courbe fermée.



Exercice 2. (6 points)

1. On considére le domaine défini par
2
2 o 2

on suppose que la masse surfacique est u(x,y) = 22 + 4y°.
(a) Représenter graphiquement D.
(b) Calculer la masse totale de D.

Corrigé : Par un changement de variables en coordonnées polaires x = 2r cos(6) , y = rsin(6),
on peut vérifier que (x,y) € D ssi 0 € [0,7/2] , r € [1,2]. Vu que J = 2r, on obtient que

/2 2
m= // 2 + dy’dedy = 8/ / r3drdf = 157.
D 0 1

(¢) Calculer le moment d’inertie de D par rapport & oZ.

Corrigé : Toujours par un changement de variables en polaire, on obtient

/2 2 w/2 2
Mg (D) = // y* (22 +4y?)dedy = 8/ / 75 sin’(0)drdf = 4/ / 75 (1—cos(26))drdf = 21x.
D 0 1 0 1

2. Soit I' le bord de D orienté dans le sens trigonométrique.

(a) Paramétrer la courbe T'.

Corrigé : Onal' =T Uy UTl'3UTly, ou

x=t, x = 4cos(h) T

= <t< = <0< —

I {yO, 2sis4, T {yQSin(H) 0_9_2
x =0, x = 2cos(h) T

pa— <t< = <0< —
P3 {y:t, 1715727 et P4 {y:sm(H) 07972.

(b) Calculer de 2 fagons différentes la circulation de V= (—me, 4xy2) le long de la courbe T'.

Corrigé :
1°® méthode : On utilise le théoreme de Green-Riemann, on sait que

7}(‘7) = // 22 + 4y*dedy = 157.
D

M : TF(V) =Tr, (‘7) +Tr, (‘7) + 7}3(‘7) + 7}4(‘7) Tout d’abord, on peut vérifier
que Tr, (V) = Tr,(V) = 0. De plus,

- /2 /2
Tr, (V) = / —yx?de + drvyidy = 256/ cos?(6) sin(6)do = 64/ sin?(20)d6
0 0

s
/2
= 32/ (1 — cos(40))df = 167
0

et

0 0

cos?(0) sin?(0)df = 4 / sin?(26)d6

/2

Tr, (V) :/ —yx?dr + drvyPdy = 16/
F4 7T/2

0
= 2/7T/2(1 — cos(40))df = —m.



Alors Tp(V) = 16w — 7 = 157,

Exercice 3. (9 points)

1. Soit V le volume de R3 défini par

V= {(a:,y,z) ER3 0<z<a?+y’+1, 22 +4°< 1}.
(a) Faire une figure représentant V.
(b) Calculer le volume de V.

Corrigé : Soit D le disque de centre (0,0) et de rayon 1 du plan zOy. Alors

= f fme= [

En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires « = r cos(f) , y = rsin(0) ,
on peut voir que (x,y) € D ssi 6 € [0,2n] et 7 € [0,1]. Vu que J = r, on obtient

1 27
V):/ / r3+rd0dr:3—7r.
0 0 2

2. Soit ¥ la surface limitant V orientée suivant la normale extérieure.

dady = / / 2% +y? + ldady.
D

(a) Définir et paramétrer chaque partie de la surface 3.

Corrigé : On a X = ¥, U ¥s U X3, ou

x = cos(0) r=z
3149 y=sin(6) 0<2<2,0<6<2m, Yo:d y=y (z,y) € D,
z2=2z z=0
x =+/z— 1cos(9)
3 y =z — 1sin(6) 1<2<2,0<6< 27
z2=2z

avec
D ={(z,y) € R* telque z?+y><1}.
(b) Calculer le flux du champ de vecteurs V= (sz, —y22, z) a travers 3.
Corrigé : Puisque X est orientée vers la normale extérieure, alors ¥, est orientée vers la
normale Ty A T, = (cos(6),sin(0),0), Xz est orientée vers la normale —(T, A T,) = (0,0, —1)

et Y3 est orientée vers la normale —(Ty A T.) = (—v/z — 1cos(), —v/z — Lsin(6), 1). Cela
implique que

2 27 2 27
Dy, (V) :/0 /0 2% (cos?(0) — sin?())dOdz :/0 /0 22 cos(26)dfdz = 0,
By, (V) = / / 0dxdy = 0,
D

s, (V) = —/2 /%V(TQAT)dedz— / /QW (=~ 1)(cos?(6) — sin’(9)) — 20z

2m
/ / (z — 1) cos(20) — fdﬁdz = —

Dot &5 (V) = &, (V) + 5, (V) + 05, (V) = 3.

(¢) Retrouver le volume de V en utilisant un théoréme intégral (préciser le théoréme utilisé).

Corrigé : On utilise le théoreme de Gauss-Ostrogradski, on sait que



///dlv dxdydz—///d:cdydz— V):j'

3. Soient D = {(z,y) € R?; 2% + y? < 1} et g une fonction définie de R? dans R telle que

//Dg(év,y)dxdy:g

Notons ¥; la partie de ¥ contenue dans le cylindre d’équation 22 + 32 = 1, ¥y la partie de &
contenue dans le plan z = 0 et X3 = X\ (31 U X2) (le complémentaire de ¥; U Xy dans X).

(a) Calculer le flux de champ de vecteurs W= (z,y,9(x,y)) a travers X; et Xs.

Corrigé : Vu que ¥; est orientée suivant Ty AT, = (cos(6),sin(f), 0), et £y est orientée suivant
—(Ty NTy) = (0,0, —1), on déduit que

2 27 2 21

Oy, (W) = / / cos?(0) 4 sin?(0)dfdz = / / dfdz = 4,
o Jo 0o Jo
<I>z;2 // x,y)dedy = — =

rouver le flux de W & travers 3, en utilisant un théoreme intégral (préciser le théoreme
b) T le flux de W a t Y tilisant th t 1 le th
utilisé).

et

Corrigé : On utilise le théoreme de Gauss-Ostrogradski, on sait que

/ / / div(W)dedydz = 2 / / / dadydz = 2V (V) =

D'olt By, (W) = Ox(V) — &5, (V) — &5, (V) =37 —dr + T = - T,



