Université de Technologie de Compiégne

MT22 - Mai 2018 - Partiel
Durée : 2h00.
Les documents et calculatrices sont interdits
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. Soit
Df={(z,y) eR?:x <1,y >0}U{(z,y) eR?:z > 1,y < 0}.
On considere la fonction f définie par
Foy) = V(1 —z)ycos (m), si (z,y) € Df,
0, ailleurs.

1. Représenter graphiquement le domaine D f.

2. La fonction f est-elle continue au point (1,0)?

Corrigé : Par la condition suffisante de continuité, nous avons
|f(14+rcosf,rsinf) — f(1,0)] <r

ce qui nous permet de conclure, la continuité au point (1,0).

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles premieres au point (1,0)?

Corrigé :
O (1 o) — tim T 1.0 = F(1,0)

ox h—0 h =0

de méme on a %(1,0) =0.
4. La fonction f est-elle différentiable au point (1,0)?

Corrigé : Pour h < 0,k > 0, on a

ik 1
oK) =\ Fry e 8 <h2 + I<:2>

en faisant par exemple €(—h, h), on a lim;,_,o+ €(—h, h) # 0, on peut donc affirmer la non
différentiabilité de la fonction au point (1,0).

5. Les dérivées partielles d’ordre 1 de la fonction sont elles continues ?

Corrigé :, Non, voir le résultat du cours.

Exercice 2. On considere la fonction définie par

1/1 1
g(m,y):2<x+y>(1+x)(1+y) pour tout x>0, y > 0.

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de la fonction g.

Corrigé :
dg 1 1 1 1 1 1 1
=g =-(1 ——( “+-)=z0 .
5 (2 Y) = 5 +y)[ al +w)+<x+y>} 5(1+Y) <y xQ),

on déduit la dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a y,

dg 1 1

) =50+0) (5 -2 )-



2. Déterminer les points critiques de la fonction g pour x > 0, y > 0.

* 2_ %
R F PO RN
(149wl — l+a*=0ou(y")?—a*=0
=Y

qui donne

{ 7 =-1 " { (y* )2 —2* =0 ot { xf=—1 ou (y*)? = x*.
Le seul point critique est donc le point (1,1).
3. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction g.
Corrigé :

P oy =LY, D0y 1z Bo g 111y B9
ox2 x3 7 oy y3 7 Oxoy 2\ 22 92 oyox 7

4. Donner la nature du (des) point(s) critique(s) trouvé(s).

Corrigé : A(1,1) <0 et a(l,1) >0 d’ou (1,1) est un minimum local pour la fonction g.

Exercice 3. Soit a une constante réelle et g une fonction dérivable de R dans R. On considere
le champ de vecteurs :

2x (g’(x2 +y° +2%) — az)

<!
Il

2y (g’(gn2 + 9% 4 2%) — az))
22/ (2" + 9" +2%) = (2 +97)
1. Pour quelle valeur ag de « le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel scalaire ?

Corrigé : Le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel scalaire si et seulement si
rot(V) = 0. De plus on sait que

dyzg"(@® +y? + 2%) = 2y — dy2g"(2® +y* + 2%) + 20y 2y(a — 1)
rot(V) = | —dzzg”(a? +y* + 22) + 20 + dyzg" (> + > + 2%) —2az | = | 22(1 - )
dayg" (z? + y* + 2°%) — dayg” (2 + oy + 22 0

on voit que pour o = 1, on a rot(V) = 0. Donc ag = 1.

2. On suppose que a = «q. Calculer le potentiel scalaire f dont dérive V.

Corrigé : Le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel scalaire, alors il existe une fonction
scalaire f définie sur R? telle que V = Vf. Donc, si a = 1, on a

of

oo (@,y,2) =229/ (2 + 47 +2%) - 202 (eql)
af 1.2 2 2
5y (0 1:2) =209/ (2 " + %) — 2 (eq2)
8f 1.2 2 2 2 2

(,y,2) =22¢' (2" +y~ +27) — (2" +y")  (eq3)

0z



On integre la premiere équation (eql) par rapport a z, on obtient

f@,y,2) = g(a® +y° + 2°) — 2%2 + ¢(y, 2)
On dérive I'équation précédente par rapport & ¥, on obtient

of o 2 2, 2y, 09

On utilise la deuxieme équation (eq2), on déduit que

o
_— = —2
By (y,2) Yz

En intégrant par rapport & y, on obtient que ¢(y, z) = —y%z + h(z). Donc

Fe.9,2) = 9(@® + 32+ 22) — 2%z — Pz + h(2)
On dérive I'équation précédente par rapport & z, on obtient

O (wy2) =220 (@2 497 + ) 2 =+ H(2)

On utilise la troisieme équation (eq3), on déduit que h'(z) = 0, donc h(z) = cte. Cela
montre que

f(z,y,2) = 9(902 + y2 + 22) — a2z — y2z + cte

. Toujours dans le cas a = ag. Calculer div(V'). En déduire Af.
Corrigé : Sia=1,0n a
div(V) =2(g'(a® + ¢ +2°) —2) + 429" (2? + 4 + 2%)
+2(g' (2" +y + 2%) = 2) + 4y (@ 4y + 27)
+2g/(x2 +y2 + 22) +4Z2gll(x2 +y2 +Z2)
_ 6gl($2 +y2 +z2) +4(x2 +y2 +z2)g”(x2 +y2 +z2) — 4

On sait que V = V£, donc div(V) = div(?f) =Af.



Exercice 4.

1. Pour tout o € R, on considere I’équation suivante :

(a)

(Sa): 22 +y?—az?—a=0.

En discutant selon les valeurs de o déterminer la nature de (S,). Faire une figure
représentant les cas possibles.

Corrigé : Tout d’abord, on peut vérifier que cette équation est définie seulement
pour a > 0, puisque z2 + 32 = a(z? 4+ 1). Dans le cas a = 0, on obtient la droite
{z = 0,y = 0}. Par ailleurs, pour @ > 0, obtient un hyperboloide & une nappe de
révolution autour de l'axe o%.

On suppose que « # 0. Soit My = (x0,yo0,20) un point quelconque appartenant a
(Sa). Déterminer ’équation cartésienne du plan tangent a (S,) en M.

Corrigé : Puisque My = (0,0, 20) € (Sa), on sait que 23 + y3 — azd —a =0 et
de plus N = 2(xg,yo, —zp) est vecteur normal a (S,) au point My. Alors le plan
tangent est

zo(x — 20) + yo(y — o) — azo(z — 20) = ToT + Yoy — azpz — a = 0.

Trouver le plan tangent & (S,) en My qui contient le vecteur @ = (1,1,0) et les points
(1,1,1) et (=1,1,0).

Corrigé : On a @ est orthogonal au vecteur normal N = (z0, Yo, —zp). Cela implique
que i.N = xo + yo = 0. De plus, on a

To+ 1Yo —azg—a =0

et
—zo+yo —a=0.

Cela montre que 2o = —1, yo = § et xg = —5. On injecte le tout dans ’équation de

(Sa), on déduit que av = 4. Le plan tangent dans ce cas est donc —x +y + 2z = 2.

2. On suppose que a = 4. Soit C' la courbe d’intersection entre (S,) et le plan y = v/5z. On
suppose également que My = (x9, Yo, 20) € C.

(a)

Trouver un vecteur tangent a la courbe C' au point M.

Corrigé : On utilise les équations cartésiennes, on déduit que les deux vecteurs
N = 2(z0, yo, —420) et N’ = (0,—1,+/5) sont, respectivement, normaux & (S,) et au
plan y = v/5z. Maintenant, on fait le produit vectoriel entre N et N , on trouve le
vecteur tangent suivant

‘7 = N A N’ = 2(\/5?40 — 4z, —\/51:0, —3:0) = 2(2()7 —\/gxo, —CL‘()).

Montrer que C' peut s’écrire comme l'intersection d’un cylindre et d’un plan.

Corrigé : On sait que
C— x2—|—y2—422:4,
Cly= V5z.

Alors
o 22 +22=4  (cylindre)
Tl y=V52 (plan).



(¢) Obtenir une équation paramétrique de C'.

Corrigé : On paramétrise C, avec les coordonnées polaires, ce qui donne

x = 2cos()
C =< y=2V5sin(h) 0<6<2m.
z = 2sin(0)

(d) Retrouver, en utilisant la question précédente, un vecteur tangent a la courbe C' au
point M.

Corrigé : On utilise I’équation paramétrique, on déduit que le vecteur suivant est
tangent a C' en M)

—

0=2 (— sin(0o), v/5 cos(fp), cos(eo)) — (=20, V50, T0).-



