Université de Technologie de Compiégne

MT22 - Juin 2024- Final
Durée : 2h00.
Les documents et calculatrices sont interdits
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. (11 points)

1. On considere le domaine de R? défini par
D= {(m,y) eR?’telquez >0, 0<y < —x+4, 22+ (y —2)? 24}.

(a) (1 pt) Faire une figure représentant D.
(b) Expliciter de deux fagons différentes / / f(z,y)dzdy a laide d’intégrales simples
D

en x et en y.
Corrigé (2 pts) : On a

[ [ st sy = | : [ / T ey do / 4 [ / m%f(:c,y)dy} da
[ [ swisiy= [ [ / _4y_+:_2)2f(x,y)dfc] dy

2. Soit V le domaine de R? constitué des points situés & I'extérieur du cylindre d’axe (v =
0,y = 2), de rayon 2 et qui vérifient z > 0,0 <y < —x+4,0< 2z < x.

et

(a) (1 pt) Faire une figure représentant ).
(b) Calculer le volume de V.
Corrigé (1 pt) : On a

—//Dxdxdy / [/ i xdm] dy—;/(]z(—y+4)2_4+(y—2)2dy
1
T2

- T

3. On définit
Dy ={(z,y) eR*tel quex >0, 0<y < —z+4, y <2},

et Dy = D1\D (D; privé de D).

) Calculer / / xdxdy.
Dy

Corrigé (1 pt) : On a

20 [yt 1 [2 1[(y—4)31 2
// xdxdy = / {/ :rdx] dy = / (—y 4+ 4)%dy = = {(y ) } = é
Dy 0 0 2 0 2 3 0 3

(b) Calculer / / xdxdy a l'aide d’un changement de variables en coordonnées polaires.
Do

Corrigé (1 pt) : On pose z = rcos(f) et y = rsin(f) + 2. On peut vérifier que
(,y) € Dy ssi (r,0) € Ay = {0 < r <2, =5 <6 < 0}. De plus, puisque le
déterminant Jacobien |J| = r on obtient que

2 ?"3 2 8
// rdxdy = // 2 cos(#)drdd = / 2 [sin(0)]° - dr = [] =-.
Do Ao 0 2 3 0 3



(¢) Retrouver le volume de V.
Corrigé (0,5 pt) : On sait que

//xdwdy—// xdxdy — // xdwdy_——gz?,
Dl D2

4. Soit C le bord de D orienté dans le sens trigonométrique.

(a) Paramétrer la courbe C.
Corrigé (1,5 pts) : C =C; UCy UCs, avec

C=2 """ 0<a<4, =1 """7 2< 1z < 4,
Y= y=—-c+4
et )
r = 2cos(f T
C3_{y:281n(9)+2 _§<9<0'

(b) Calculer la circulation du champ de vecteurs V = (—yz,0) le long de la courbe C
directement, puis en utilisant le théoreme de Green-Riemann.

Corrigé (1,5 pts) : Puisque C est orientée dans le sens trigonométrique, on peut
voir que

72(‘7) :/—ymd:c:/ —y:gdm—i—/ —yxda:+/ —yxdx
¢ G Ca Cs

2 3
—0+ /4 (z — D)adz + 8 /0 (sin(6) + 1) cos(6) sin(6)do

2

3 .
= [563 - 2332] + 8/ i sin?(#) cos(6)d + 8/ ’ cos(#) sin(0)d6
4 0 0

_

16 [sind(6)] 2 yoqx 16 8 20
48 Afsin2@)] 2 =2 - S pg=2
3" [ 3 }0 FAO), =5 g ta=7

De plus, d’apres la formule de Green-Riemann on sait que

/ ya:d:c-//xd:vdy— V) = @

(c) Soient p et ¢ deux fonctions dérivables. Trouver en utilisant la question précédente la
circulation du champ de vecteurs i = (p(z), ¢(y) + z2).

Corrigé (0,5 pt) : D’apres la formule de Green-Riemann on sait que

/Cp(x)dm’-l- (q(y) + 2*)dy = 2//Dxda;dy = %0.

Exercice 2. (11 points)

1. Soit X7 la surface suivante :
Y1 ={(z,y,2) €R® telque z=2"+y* 2<1},

(a) (1 pt) Faire une figure représentant ;.
(b) Paramétrer ¥, en utilisant les coordonnées cylindriques.
Corrigé (1 pt) :

x = +/z cos(6)
Y1 =1 y=+/zsin(f) 6€]0,2n[, z €[0,1]

zZ =2z



(c) Calculer I'aire de X;.

Corrlge (1 pt) : Vu que la normale a ¥; est le vecteur
Ty AT, = (v/z cos(6), \/zsin(f), —3), alors on a

1 p2m . 1 por 1 1
A(S) :// doz// HTe/\Tzlldﬂdz:// (+) 164
N o Jo 0o Jo 4
4 1\ 3]
™ 2 T, 3
—[3<Z+4> ]0—6(52—1).

2. Soit V le volume défini par :

V:{(x,y,z)ER?’ tel que 2?2 +y%+ (2 — 1) <1, x2+y223,z§1},

(a) (1 pt) Faire une figure représentant ).
(b) Calculer le volume de V, en utilisant la méthode de batons.
Corrigé (2 pts) : En utilisant la méthode de batons, on obtient

1— 332 y2
///dwdydz— // / dwdy——// 1—v/1 — 22 — y2—2? —y2dzdy
x24y? D

avec D = {(m,y) € R? tel que 22+ 32 < 1}. En effectuant le changement de va-
riables x = r cos(f), y = rsin(0) on peut vérifier que (z,y) € D ssi (r,0) € A = {0 <
r <1, 0<6<2r}.De plus, puisque le déterminant Jacobien |J| = r on obtient que

// VI = rdrdd = —20 |~ T L2 1
—7re—=1r7)rdr = —2T |— — — P C =
2 4 3 0

3. Soit (5) la surface limitant le volume V.

E

(a) Définir et paramétrer chaque partie de la surface (5).
Corrigé (1 pts) : On a (S5) = X1 U 3, avec

x = +/z cos(0)

Y1 =1 y=+/zsin(0) 6€]0,2n[, z €[0,1]
z=z
et
=/1—(z—1)2cos(h)
Yo=1( y=+/1—(2—1)?sin(d) 6€0,2n[, z€[0,1]
z=1z

(b) On suppose que (S) est orientée vers la normale unitaire dirigée vers l'extérieur du
volume V. Donner les composantes des vecteurs normaux.

Corrigé (2 pts) : Ici ¥y est orientée suivant la normale —TyAT, = — (Vzcos(0), /zsin(0), —3).
Par conséquent,

Ay, = — (\/zcos(a), JZsin(0), _1> .

ny, = —
\/z+i 2

De plus, ¥4 est orientée suivant la normale
(Ty NT) = ( 1—(2—1)2cos(f),\/1— (2 —1)%sin(d), (z — 1)) Par conséquent,

M, = ( 1—(z—=1)2cos(0),\/1—(z—1)%sin(0), (z — 1)) .



(¢) Calculer le flux du champ de vecteurs W = (z,y,0) & travers (S).
Corrigé (2 pts) : Puisque, ¥; est orientée suivant la normale — (1/z cos(6), v/z sin(6), — 1)
alors on déduit que

o5, (W) = —/ W (T, A Ty)dbdz.
Ay
on A; ={0<z<1, 0<0<2r}. Par conséquent,

o5y (W) = —//A 2dfdz = —.

De méme, puisque Y5 est orientée suivant la normale

(Ty NTS) = ( 1= (z— 1)2cos(8), /1 — (z — 1)2sin(0), (z — 1)) alors on déduit que
b3, (W) = / W.(Ty AT.)dbdz.
AV

ol Ay = {% <z<1, 0<0<2r}. Par conséquent,

¢22(W)=//A2(1—(z—1)2)d9dz=27r [z— (231)3};:4;,

Finalement, on a qﬁ(S)(VT/) =5, (W) + ¢5, (W) = —7 + ir -1



