Université de Technologie de Compiégne

MT22 - Avril 2022 - Médian
Durée : 1h30.
Les documents et calculatrices sont interdits
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. (6 points) On considére la fonction f : R? — R définie par
8
flzy) =z +y+ o

1. Préciser le domaine de définition de f.
Corrigé (1pt) : f est définie dans le domaine suivant

Dy ={(z,y) e R? tel que z#0,y#0}.

2. Déterminer les dérivées partielles premieres de f.
Corrigé (1 pt) : Nous avons
af 8 of 8
_— = 1 _— t _— = 1 _—
5 & Y) =2 Y g, (z,y) 5

3. Déterminer le(s) point(s) critique(s) de f.
Corrigé (1 pt) : On cherche les points (z,y) # (0,0) solutions du systeme

2y =8
ry? = 8.

Apres avoir simplifier par xy, en obtenant x = y. En remplacant dans le systéme nous

donne z = 2 et y = 2. Alors (2,2) est le seul point critique.

4. La fonction f admet-elle un point d’extremum local ? Justifier.
Corrigé (2 pts) : On calcule les dérivées partielles d’ordre 2, & savoir

Pfpy=18  &F 8 &, 16

g2 Y = 23y’ 0zdy Y= 2y Oy? Y xy3

On note a = 2f(22)—1b I (2,2) = fetc—ﬁ(22)—1 On vérifi
-2 =1,b = (%wy = 52(2,2) = L vérifie que

A = 4(b* — ac) = —3 < 0 et a > 0 donc ce point est un minimum local.

5. La fonction f admet-elle un point d’extremum global ? Justifier.

Corrigé (1 pt) : On peut vérifier que si on considere le point (—2,—-2) on a f(2,2) =
6 > f(—2,—2) = —2. Par conséquent, ce point ne correspond pas a un point de minimum

global.
Exercice 2. (9 points) On consideére la fonction f : R? — R définie par
n(s) avso
sin si )
fla,y) = { ! v) Sv#
0 sinon.

Pour tout zp € R, on considere le point (xg,0).

1. Etudier la continuité de la fonction f en ce point.
Corrigé (1 pt) : Par la condition suffisante de continuité nous avons

(rsin(0))? sin (xOMCOS@> ‘ <2,

| f(xo + 7 cos(B),rsin(f)) — f(xo,0)] = 7 sin(0)

Alors
}i_I)I(l) f(zo + rcos(0),rsin(d)) = f(xo,0).

Nous en déduisons aisément la continuité en (zo, 0).



2. Les dérivées partielles % et % existent-elles en ce point ?

Corrigé (1 pt) : On a

8f _ f(ﬁUO + h: 0) B f(;UOaO) _
. (700) = Jim i =0,
et
of _ f(@o, k) — f(x0,0) . . (To . a0
8y(af:o,O) ]112% k: I}g})kSln(k) 0, (car |sin(%2)[<1)

Par conséquent, % et %5 existent au point (zg, 0).

3. La fonction f est-elle différentiable en ce point ?
Corrigé (1 pt) : Nous savons que les dérivées partielles existent au point (zg,0), il nous
reste & vérifier si e(h, k) tends vers 0 lorsque (h, k) — (0,0) continument. En effet,

Ly @00+ 8) = fa0.0) = B0, 0h = Biwo, O K sin (=)
elh. k) = N RENE

On remplace h par rcos(f) et k par rsin(6), on peut vérifier que

lim 7(sin(6))? sin (CWCOS@> ’ <limr =0.

lim |e(r cos(6), rsin(6))] =

r—0 r—0 T sm(G) r—0

On peut donc conclure que f est différentiable au point (zg, 0).

4. Calculer les dérivées partielles g—i(x, y) et g—i(m,y) pour (z,y) € R? avec y # 0.

Corrigé (1 pt) :
—(z,y) =ycos | —
9 7y y y

gzjj(az?y) = 2y sin <;> — x cos (5) .

5. Etudier la continuité de % et de % au point (xg,0).
Corrigé (3 pts) : Par la condition suffisante de continuité nous avons

%(mo + 7 cos(f),rsin(f)) — g‘i(ajo,O)' = |rsin(f) cos (W) ’ <r
Alors 9 5
;i_rg% %(mo + 7 cos(f),rsin(f)) = a—i(xo, 0).

On conclue que % est continue au point (zg, 0).

Pour la dérivée partielle par rapport a y, nous avons

xo + 7 cos(0)

of . of - '
—(zo+r cos(), TSIH(Q))*@(IO’ 0) = 2rsin(f) sin ( rsin(f)

dy )(r cos(6)+0) cos (fWCOS(@>

rsin(6)
Alors, il y’a deux cas qui se présentent :

(a) Sizop=0,0na

of . of . . [ cos(6) cos(0)

af _of _|s _ < 3r.
By (rcos(8),rsin(0)) By (0, 0)‘ rsin(#) sin <sin(9) (rcos(f)) cos sn(d) )| = 3r
Ce la montre que lim,_,q g—i(r cos(f),rsin(f)) = 2—5(0,0), et par conséquent %ch est

continue au point (0, 0).
(b) Sixo # 0, on peut vérifier que pour § = 7, on a
lim of (a: + rcos (F) 7 sin (W)> = lim af(x r) = — lim x( cos (950>
r—0 (9y 0 2/ 2 50 8y 0 50 0 r/’
Vu que cette limite n’existe pas, on peut conclure que % n’est pas continue au point
(x0,0) lorsque xo # 0.



Corrigé (1 pt) : On a

of _of
82f (0 0) — lim y(h,O) oy (070) -0
0x0y h—0 h ’
0 0
%S (0.0) = lim £0HF) 500 _
oyox "’ h—0 k '

6. Commenter ce dernier en utilisant le théoréeme de Schwarz.
Corrigé (1 pt) : Les dérivées partielles secondes croisées ne sont pas égales en (0,0). Cela
signifie qu’elles ne sont pas continues en (0, 0).

Exercice 3. (7 points) Soit g une fonction dérivable définie de R — {0} dans R. On considere
pour tout (z,,2) € R? le champ de vecteurs suivant

V=gu!| =z avec u =z +y>

1. Montrer que V dérive d'un potentiel vecteur.
Corrigé (1 pt) : Il suffit de montrer que div(V') = 0. En effet.

div(V) = —2zyg' (v) + 22yg' (v) + 0 = 0.

2. Soient h une primitive de g (& savoir A'(u) = g(u)), R une fonction définie de R? dans R
et o un réel. On note
ay
A= x
R(z,y)

—»

Trouver o et R pour que

rot(A) =
Corrigé (2 pt) : F’ot(A) V éq

ulvaut au systeéme suivant
(0.) = —vglu) = ~ph'(1) = —F N (2 +17)
G (2,y) = —wg(u) = —ah'(u) = —3

1—a=0.
Toi =1 et Rlry) = ~4hla® +4%) + 1

3. Déterminer g pour que V dérive d'un potentiel scalaire.

Corrigé (2 pt) : On doit trouver la fonction g telle que rot(V) = 0. En effet,
0 0
rot(V) = 0 = 0

g(u) +22°g' (u) + g(u) + 2y?¢' (u) 2g(u) + 2ug’(u)

La troisieme composante du vecteur 7‘575(‘7) s’annule lorsque g est une solution de I’équation
différentielle ¢’(u) + Lg(u) = 0. Par conséquent g(u) = Ae~n®) = 4

-
4. On suppose que ‘7, dérive d’un potentiel scalaire. Déterminer le potentiel.
A

Corrigé (2 pt) : Dans cette partie On considere le cas g(u) = 2 = wgny et on cherche la

fonction f(x,y, z) telle que gr_dd(f) = V. On utilise I'égalité de la premitre composante,
on déduit que

of

Ay
%(‘rayaz) -

i f(z,y,2) = —Aarctan (y) + k(y, 2).

On remplace t f dans I’égalité des deuxiemes composantes on a

of _ Ax ok B
%(xvyvz) “ 2t — @(y’ z) =0,

3



ainsi, on a f(x,y,z) = —Aarctan (%) + ¢(z). Finalement, ’égalité des troisiemes compo-
santes donne que ¢/(z) = 0, et donc que ¢(z) = B. Ainsi le potentiel scalaire est donné
par

f(x,y,z) = —Aarctan <jj> + B = Aarctan <—z> + B.

Indication : On pourra utiliser les formules suivantes :

t
/a2a+752dt = arctan () + K et arctan(—t) = — arctan(t).

a



