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Final MT22 - A2025
Durée : 2h

Calculatrice interdite. Formulaire Recto A4 autorisé.
La rédaction est trés importante, rédigez et détaillez clairement vos calculs!

Les exercices 1 et 2 sont indépendants. Y
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Exercice 1 (Baréme approximatif : 10 points - 50min)

On définit les différentes parties de IR? suivantes :

s

Dy :={(z,y) € R?; (y—2)* <4z, 1 <2et 0 <y <6— 212},

Dyi={(ay) e B (0= 3+ U= < rery > 62y, [ b

4/3 2

[y

: \
Dyi={(w,y) € R; (x =2+ - <1, o <2et y > 0}. !

Le domaine D = (D; U Ds)\ D3 est représenté ci-contre.

1. Cette question ne concerne que le domaine D;.

(a) Colorer ou hachurer le domaine D; sur la figure.

Correction :
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(b) Etant donnée une fonction continue f : R> — R, exprimer de deux facons différentes
I'intégrale double / f(x,y) dedy en suite d’intégrales simples en z et en y.
Dy

(S’il y a lieu, indiquer les découpages effectués sur la figure.)
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Correction : e Utilisation de la premiére formule de Fubini.
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1 242/z 2 6—2a :
/ f(ﬂi,y)dl“dyzf (/ f(:v,y)dy) dw+/ (/ f(x,y)dy> de o4 I
D 0 2-2\/z 1 0 i
|
i
e Utilisation de la deuxiéme formule de Fubini. Gy
2 2 4 3% 3
/ N fla,y)dedy = /0 ﬂyf)? fla,y)da | dy+ /2 A’fﬁ fla,y)dz | dy oo
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(c) Avec I'une des formules précédentes, montrer que

//Dl(i’)—y)dxdy:T

Correction : Avec la premiére formule de Fubini :

//Dlydxdy: /01 (/QiZif(?)—y)dy) da:+/12 (/OGZI(S—y)dy)dx

g e N
:/01 (_(1—2\/5)2+(1+§\/E)2)dx+/12_(2x—3)2—9

5 2
:/014\/Eda:— %/12((236—3)2 —9)dx

21 1 [(2z —3)3 2 8 1 1 1
=[4><a:‘3><—] ——{w—gx] :——éx(——18+—+9
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Avec la deuxiéme formule de Fubini :

//Dlyd:cdyz/: (/:2)2(3—y)dx>dy+/:(/:f)g(:g_y)dx)dy

:/o - @ﬂdﬁ/: (3= §-)]ay
/0< 1+y__2))dy+/24((3—y)(2+g_§))dy
[l totiae [o1 %00
=yt e g] o f - ]
= (

y
80 10 19 2
6+4—5+1)+21—4— S +16-12+1+ 5 —1) = 3+§:

2. Cette question ne concene que le domaine D,

(a) Paramétrer le bord ¥ du domaine D, orienté dans le sens trigonométrique. (Indica-
tion : on décomposera € en deux chemins distincts.)
Correction : On décompose ¢ = I'y U 'y comme sur la figure ci-contre.

Yy
x . T\ t
cu(s)ereseon ()= () 6
e La courbe I'y est une portion d’ellipse de centre (2,3) et de rayons g
a=1sur (Ox) et b = \/lg sur (Oy). Pour le domaine de définition de
’angle 6 il faut chercher les coordonnées polaires des sommets (2,2) et 4 T
(1,4). On résout les systémes suivants D ’
2 2
=3+ cost =2 cosf = 3 epo T / I
923‘1‘%51110:2 sin ) = —¥2 3 2
. x——+c059—1 0089:—% 9_27r 1 \
¢ y—3+\[sm9—4 = Singz\/?g V== !
z oo 2 [ 2 4+ cosh ) A
W(5) erim e oI () < ()
8
(b) Montrer, a 'aide de la paramétrisation, que /(y —3)dr = ~9
G

Correction : Par relation de Chasles, on a

é(y—S)de—/Fl(y—?))zdm—i-/FQ(y—B)de.



/F (9—3)2dx:/12(3—2t)2 x 1dt
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/(y—3)2d$:/3 %sin29>< (—sir19):4/3 (1 — cos® 0)(—sin 0) db
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Par sommation, on obtient /(y —3)dr =~ — — =|——|.
@ 3 9 9

(c) A Tlaide d'un théoréme intégral, en déduire la valeur de // (3 —y) dxdy.
Do

Correction : En posant P(z,y) = (y — 3)* et Q(z,y) = 0, on obtient %—g(x,y) —
%—];(:E, y) = —2(y — 3) = 2(3 —y). D’aprés le théoréme de Green-Riemann, on a

é(y_?’)zdaf—?//[b(?)—y)dxdyé //DQ(S—y)dxdy_—g

3. (a) A l’aide d’un changement de variables en coordonnées polaires, transformer l'intégrale

double / f(z,y) dxdy en suite d’intégrales simples. y
D3

D

Correction :

gt

Le domaine Dj est l'intérieur d'un quart d’ellipse de centre (2,0) et de

s

rayons a = 1 sur (Oz) et b = 2 sur (Oy). Le jacobien est J = abr = 2r.

98]
—

1 7r
/D3 flz,y)dxdy = /0 (/T 2r x f(2+4rcosé,2r sm@)d@) dr. \

2
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(b) En déduire que // (3 —y)dedy = 9 g
D
Correction : On doit effectuer le calcul

//D(B—y)dxdyz//Dl(B—y)dxdy+//[)2(3—y)dxdy—//[)3(3—y)dxdy.




4
On a déja // (3 —y)dexdy =T et // (3 —y)dxdy = ——. Il reste a calculer
D1 D2 9

//D (3—y)dxdy=/01 (/TWQT x (3—2Tsin9)d9> dr

2

3r2m 47“3}1_3# 4
0 2 3

1 1
:/ (66 + 4r% cos 0], dr = / (3rm — dr?)dr = [

jus
2

4 3m 4 71 3T
D’oi _ — 7 [ ) = ==
ou //(3 y)dxdy =7 9 (2 3) 9 5

Exercice 2 (Baréme approximatif : 10 points)
Les parties [ et I1 sont indépendantes.

Partie I - (6 points - 40 min) 2
1. On considére le volume 2 ci-dessus défini par

Q:={(z,y,2) ER’; (y— 1)+ (2 —1)*<2,0<a<y, ety+z>2}

(a) A l'aide de la méthode des batons paralléles & (Oz), transformer l'intégrale triple

///f(x, Yy, z) dedydz en suite d’intégrales simples.
Q

Correction : e L’encadrement du baton est donné dans ’énoncé :
024
e Il reste a déterminer le domaine de définition des variables (y, ) :
D:={(y,2) eR*; (y—1)*+(z—1)*<2ety+2z>2}

Ce domaine correspond a la projection du volume sur le plan x = 0. Il s’agit d’un
demi disque de rayon v/2 et de centre (1,1). On le paramétrise en coordonnées
polaires.

D:={(y=1+rcosf,z=1+rsind) € R*; r € [0,v2] et 0 € [T, 2]}

>



Le jacobien vaut J = abr = r. On obtient

// flz,y, 2 da:dydz-//(/fxy, )dydz
:/0 (/_ (/01+rcosgf(x,1+rcose,l—l—rsin@) xrdx) d@) dr.

4
(b) Montrer que le volume de Q est V(Q2) = 7 + 3

Correction :

:///Qldxdydz:/oﬁ (/_ (/Olmosgrda:) d@) dr
:/Oﬁ (/_Ir(l—l—rcose)dé) dr

V2 o
:/0 [7(0 + rsinf)] . dr

N

e}

INE]

7T+§

— /ﬁ(rﬂ +r2V/2)dr = 3\/—] 1

7T
2

2. On considére maintenant la surface ¥ de R3 définie par
Si={(z,y,2) ER’; (y— 1)+ (- 1)?=2, 0<a <y, ety+z>2}

(a) Paramétrer 3 en coordonnées cylindriques.
Correction : La surface X est hachurée sur la figure. On choisit comme paramétre

cylindriques (z, ) car le cylindre est d’axe (Ox).

€T
paramétrisation : M € ¥ < I(x,p) € A, [ 1+V2cos¢
14+ +/2singp

ol A est défini comme suit

A={(z,p) eR*0€[-Z, T et 0<z < 1+ v2cos p}

(b) Montrer que I'aire de ¥ est ire(X) = (7 + 2)v/2.
Correction : Calcul du jacobien :

1 0 0
t_;: 0 ’f@: —V/2sin g =>t;/\_:p: —V2cos i“ﬂ:/\{@’l:ﬂ'
0 V2cos @ —V2sin g
On en déduit,

Aire(Y) = //2 ldo = /A V2drdp = : V2(14+V/2 cos p)dyp = [\/_(90 +V/2sin cp)] = mV2+2V2.

s
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(¢) Calculer directement le flux de W(0,y — x,2 + 2 — 2) a travers X. On orientera le
champ des normales unitaires 72 vers I'extérieur de €.
Correction : Le champ des normales unitaires dirigé vers l'extérieur de 2 est

0
N:—t;/\t_zp = [ v2cos¢ |. On a
ﬂsingo

z—1++2singp V2sin g

0 0
W.N = <1+\/§COS<,9;L'> . (ﬂcosgp) = (1—$)\/§(Cosgp—singp)+\/§'

0

. 14+v2cos @
Flux, (W) =V22ire(T) + / / (1 — 2)V2(cos ¢ — sin @) dyp
I

4 (1_ ) 1+\/§cos<p
—27r—|—4—|—/ {—TX\/_(COSgo—smgo)] dp
_% 0
3T7r
:27r+4+/ —V/2 cos? p(cos ¢ — sin @) dp
2 5i 3 2 3 7f
:277—1—44—[\/_8111 <p_\/_cos d \/§blng0i|
3 3 -z
1 1 1 1 4 8
=2r+4+(=+=—-1)—(—=—=+1)=2n+4—=-=|2 =
T+ +(6+6 ) —( 5 6+) T+d—g T3

. On note S le bord du volume €2, orienté par le champ des normales unitaires extérieures.

Déterminer le flux de W a travers S , de deux facons différentes. (Indication : sans calcul

intégral, justifier que le flux a travers les trois autres faces de ), soit S\X, est nul.)
Correction : e Par relation de Chasles, le flux total a travers S est la somme des flux
a travers chaque face.

—1 0
Sur la face située dans le plan z = Oon a1z = (0) et W = ( Yy > donc W-n = 0.
0

Donec le flux est nul.

—1
Sur la face située dans le plan z = y, un vecteur normal est 1 = \%(—1) et

0
W = 0 donec W - 12 = 0. Donc le flux est nul.
r+z—2

-1 0
Sur la face située dans le plan ¢ + 2z = 2, on a 11 = \%( 0 ) et W = (yx) donc
—1

W -7 = 0. Donc le flux est nul.
Il reste T[uxS(W) :T[uxZ(W) =21+ % )
e D’apres le théoréme de Gauss-Ostrogradski, on doit avoir

Flux (W) = ///Q div Wdzdydz = ///Q(Q)dxdydz =2V(Q) =2(r + 1) =21+ 8|




Partie II - (4 points - 30 min)

Soient A(2,2,0), B(0,0,2) deux points dans I’espace. On considére les courbes suivantes :
[y := le segment [AB]
.’ . : —1)2 —1)2=2 > 2
I's := la courbe définie par les équations cartésiennes {;y_ y) +(z ) ety+z=2,
1. Sur la figure ci-dessus, identifier et colorer la courbe fermée @ = I'y U T’y et indiquer le
sens de parcours choisi sur la figure.
Correction :

2. Paramétrer la courbe ¢ =1"; UTy. (1.5 point)

Correction :
x x 2(1—1t)
M(y) EFlzﬁ@Ht:Oﬁl,G/) = (2(1—15))
z z 2t

T 37 T T 14+ v2cosb
Mlylely,e3d0:— — — [y]| =|1+V2cos0 |.
z 4 4 z 14 v/2siné

z
3. Soit V' le champ de vecteur défini sur IR* par U(z,y,2) = (0)
Y
A laide de la paramétrisation de %, montrer que / U-dl =0, (1.5 point)

%
Correction : Par relation de Chasles, on a

/ﬁ~d@z/zdx+ydz:/ zd:c+ydz+/ zdr +ydz
€ ¢ I Ty



/F vdutydz = /01 (2t x (=2)dt +2(1 — t) x 2dt) = /01(4—8t)dt — [4t—4t2]

/ zda:+ydz:/
Iy 3z

4

/ ’ (\/i(cos 0 —sinf) + 2 cos(26’)> do = [\/ﬁ(sine + cosf) + sin(29)] ;Z
3 ST
T

4
D’oﬂ/ﬁ-d?:@.
€

4. Peut-on conclure que le champ de vecteur U dérive d'un potentiel scalaire ? (0.5 point)
Correction : 11 suffit de vérifier le critére rot U = 0 :

2 1
. o < 5
rotU= |45 |A|O]=|1]F#0

Non, le vecteur U ne dérive pas d’un potentiel scalaire.

-0
((1 +V2sin6) x (—v2sin0)df + (1 + V2cosb) x v2cos 9)d0>

INE

=0



