Université de Technologie de Compiéegne

MT22 - Avril 2025 - Médian
Durée : 1h30.
Les documents et calculatrices sont interdits
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. (7 points)

1. Soit n un entier non-nul. On considére la fonction f définie par

f(z,y) :{ % si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

(a) Etudier la continuité de la fonction f au point (0,0) lorsque n > 3.
(b) Montrer que, si |y| <1 alors

22 +y? <a2® +|y|” pour tout 1<n <3
(¢) Etudier la continuité de la fonction f au point (0,0), lorsque 1 < n < 3.
(d) Pour quelle valeurs de n les dérivées partielles premieres de f existent-elles au point (0,0) ?

2. On suppose désormais que n = 2, étudier les questions suivantes :
(a) La fonction f est-elle différentiable au point (0,0) ?
(b) Les dérivées partielles de f sont-elles continues au point (0,0) ?

Exercice 2. (4 points)
1. Soient « et 8 deux réels non-nuls. On considere 1’équation suivante, dite équation de Burgers :

of of _
a(f@) + f(f»fﬂ)%(tax) =0. (1)
On suppose dans cette partie que f(t,x) = %f
of . of
(a) Calculer n et Pz

(b) Trouver les valeurs de « et 8 pour que f soit une solution de I’équation de Burgers (1).

2. On suppose dans cette partie que f est une fonction différentiable vérifiant 1’équation (1) et g est
une fonction dérivable, définie de R dans R, vérifiant ’équation suivante :

g'(t) = f(t,g(t)).
(a) On note h(t) = f(t,g(t)), calculer h'(t) en fonction des dérivées partielles premieres de f.
(b) En déduire une expression simplifiée de h, lorsque de f(0,2) = fo(x) et g(0) = go.
Exercice 3. (5 points) On considere la fonction f : R? — R définie par
f(z,y) =In(z —y) —In(z? + y*> + 1), pour tout = >y.

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
2. En déduire les points critiques de f.

3. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.
4

. Etudier la nature des points critiques.

Exercice 4. (4 points) Soient «, 8 deux réelles non-nuls et g une fonction dérivable définie de R dans
R telle que ¢’'(u) # 0 pour tout u € R. On considére le champ de vecteurs

V = (glaz + By), glax + By), 1).

1. Sous quelles conditions portant sur « et S le champ de vecteurs V dérive d’'un potentiel scalaire.

2. Soit G une primitive de g. On suppose que V dérive d'un potentiel scalaire f. Déterminer dans ce
cas f en fonction de G.

3. Pour quelle valeur ag de a et 5y de 8 le champ de vecteursV dérive d'un potentiel vecteur ?

4. On se place dans le cas a = ag et 8 = 3y et on suppose que V= rot((j) avec
U= (6(y),¢(2),R(z —y)) et ¢(0)=1(0)=0.

Déterminer la forme générale des fonctions v, ¢ et R. En déduire la forme de U.



