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Durée : 1h30.
Les documents et calculatrices sont interdits
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. (7 points)

1. Soit n un entier non-nul. On considére la fonction f définie par

f(ffvy)z{ % si (z,9) # (0,0)

0 sinon.

(a) Etudier la continuité de la fonction f au point (0,0) lorsque n > 3.
Corrigé (1 pt) : On peut voir que

3 -1 st n=3

g 100 == i i == i s ={ 0 8008

Du coup, f n’est pas continue en (0,0) dans ce cas.
(b) Montrer que, si |y| <1 alors

2?4+ 9% < 2?4+ |y|* pour tout 1<n < 3.

Corrigé (1 pt) : Si |y| < 1, alors nous avons |y|? < |y|. On déduit que y? < |y|™ pour n = 1
et n = 2. Par conséquent,

22 +y? <a2? 4+ |y|” pour tout 1<n <3

(¢) Etudier la continuité de la fonction f au point (0,0), lorsque 1 < n < 3.
Corrigé (1 pt) : : On considere les coordonnées polaires x = rcos(f) et y = rsin(6), avec
r>0et 0 <0 < 2m. En utilisant la question précédente, on peut vérifier que pour 0 < r <1,
nous avons

73(cos®(0) — sin®(0))

2

|f(rcos(8),rsin(0)) — f(0,0)] < < 2r.

Du coup, lim,_,o f(r cos(#), rsin(f)) = f(0,0) = 0. Alors f est continue en (0,0) dans ce cas.
(d) Pour quelle valeurs de n les dérivées partielles premieres de f existent-elles au point (0,0)?

Justifier.
Corrigé (2 pt) : Par la définition des dérivées partielles on peut voir que
9y (00 = fim T = i g =
De plus, on a
By ) T kS0 k = T

—00 si n>2.

2. On suppose désormais que n = 2, étudier les questions suivantes :
(a) La fonction f est-elle différentiable au point (0,0)?
Corrigé (1 pt) : Dans ce cas, on sait que %(07 0)=0et g—;j(o, 0) = 0. Il suffit alors d’étudier
la limite suivante

. . f(h,k)—h+k— f(0,0) . B3 — k3 h—k
lim e(h, k)= lim = lim = — -
(h,k)—0 (h,k)—0 Vh2 + k2 (hk)=0 (h2 4+ k2)2  (h2 4+ k2)2

On passe en coordonnées polaires, on obtient que

(h71]i€1)n_>0 e(h, k) = 711_% e(rcos(#),rsin(f)) = cos®(#) — sin®(A) — (cos(#) — sin(h)).

Cette limite est différente de 0 lorsque § = —7%. Du coup, f n’est pas différentiable en (0,0).



(b) Les dérivées partielles de f sont-elles continues au point (0,0) ?
Corrigé (1 pt) : Etant donnée que f n’est pas différentiable en (0,0) et f est anti-symétrique
lorsque n = 2 (f(z,y) = —f(y,x)), on conclut que les dérivées partielles ne sont pas continues
en (0,0).

Exercice 2. (5 points)

1. Soient « et # deux réels non-nuls. On considére 1’équation suivante, dite équation de Burgers :

of of
—(t t,x)=—(1 = 0. 1
On suppose dans cette partie que f(t,x) = f—f.
()Cllra—ftgnfntind t 5
a) Calculer —5- et — en fonction de a et 5.
Corrigé (2 pts) : On a
af Pl
=Lt —
O (1) = 87
et o7 5
T
a(t,m):fataﬂ.

(b) Trouver les valeurs de « et 8 pour que f soit une solution de I’équation de Burgers (1).
Corrigé (1 pt) : Si f est une solution de (1), alors nous avons atf% = B””Qtf—;l. Ce qui
implique que at®~! = 2P~ et par conséquent o = § = 1.

2. On suppose dans cette partie que f est une fonction différentiable vérifiant 1’équation (1) et g est
une fonction dérivable, définie de R dans R, vérifiant I’équation suivante :

gl<t) = f(t7g(t))'

(a) On note h(t) = f(t, g(t)), calculer h'(t) en fonction des dérivées partielles premieéres de f.
Corrigé (1 pt) : Par la formule de dérivation des fonctions composées, on obtient que

W) = Tt 9(0) + 9/ (05 (1,0(0)) = T (6,9(0)) + Tt 9(6)) 92, 9(0).

(b) En déduire une expression simplifiée de h, lorsque de f(0,2) = fo(x) et g(0) = go.
Corrigé (1 pt) : Puisque f est une solution de ’équation (1), nous remarquons que

W) = 900 0(0) + 7090 22 (1, (1)) = 0.

Ox
Du coup, h(t) = h(0) = f(0,9(0)) = fo(go)-
Exercice 3. (6 points) On considére la fonction f : R? — R définie par
f(z,y) =In(z —y) —In(z® +y> +1), pour tout z >y.

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
Corrigé (1 pt) : On a

af 1 2z
(.’L‘7y): - 2 2
ox r—y x*+y*+1
et
of 1 2y
(xvy):_ D) 2 :
dy r—y x*+y*+1

2. En déduire les points critiques de f.

Corrigé (2 pts) : On résout le systeéme %(z,y) =0et g—i(x,y) = 0. A savoir,
1 2 1 2
’ 0 et -— L

— = — = O
r—y x4y +1 r—y a?2+y2+1
On additionne les deux équations on obtient

Tty

— =0.

L+ 22492
Du coup, y = —z et par conséquent 5~ — %22”;1 = 2301(2*‘3;121) = 0. Cela implique que =z = % ou
x = —%. Puisque x > y on déduit qu’il existe un seul point critique (%, —%) )



3. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

Corrigé (1,5 pts) : On a

@(x )= — 1 _2(x2+y2+1)74z2__ 1 _2(y2—x2)+2
o220V = (x —y)? (22 +y2+1)2 (z—y)? (22 +y2+1)2
0% f 1 4xy
dyox (2,9) = (x —y)? i (2 +y? + 1)
et
ﬁ(zy):7 1 2@+ + ) -4y 1 2 —yP)+2
oy (z —y)? (22 +y? +1)2 (x—y)? (2+y>+1)*

4. Etudier la nature des points critiques ?

Corrigé (1,5 pts) : On peut vérifier que

_821“(1 _1)__1 ,_ Of (1 _1>_0 ot 6_82f<1 _1>__1
“Tor\V2ve) T Ty \V2 V2) T T \V2' v2) T

1

Puisque A = 4(b? — ac) = —4 < 0 et a < 0, on déduit que (%, _ﬁ) est un point de maximum.

Exercice 4. (5 points) Soient «, 8 deux réelles et g une fonction dérivable définie de R dans R tel que
g'(u) # 0 pour tout u € R. On consideére le champ de vecteurs

V = (glaz + By), glaz + By), 1).

1. Sous quelles conditions portant sur « et 8 le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel scalaire.
Corrigé (1 pt) : V dérive d’'un potentiel scalaire si et seulement si rot(V) = 0. De plus, on a
rot(V) = (0,0, (o — B)¢' (azx + By)) et par conséquent rot(V) = 0 ssi § = .

. Soit G une primitive de g. On suppose que V dérive d'un potentiel scalaire f. Déterminer dans ce
cas f en fonction de G.

Corrigé (2 pts) : Dans ce cas, on sait que rot(‘?) = 0, donc 8 = . On cherche maintenant une
fonction f telle que

of

g*(w, y,2) =glalz+y)) (1)

9y By 2 =glalzty) ()

of

L wy,2) =1 3)

On integre I'équation (1) par rapport & , on obtient
1
fla,y,2) = ~Glalz +y)) +9(y, 2)-

On dérive cette équation par rapport a y, on déduit, par ’équation (2), que

dg

Cela montre que ¢(y, z) = h(z) et par conséquent

F(@.y,2) = ~Gla(e +5)) + h(2).

Finalement, on dérive cette équation par rapport & z, on déduit, par ’équation (3), que h'(z) = 1.
Alors h(z) = z + ¢, d’on

1
J@.9,2) = ~Glaw+y) + 2+
. Pour quelles valeurs de « et 8 le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel vecteur ?

Corrigé (1 pts) : V dérive d’un potentiel vecteur ssi div(V) = 0, donc (a + B)g(az + By) = 0.
Cela montre que v = —f3.



4. On se place dans le cas précédent et on suppose que V= rot((j ) avec
U = (#(y),¥(z), Rz —y)) et $(0) =1(0) =0.

Déterminer la forme générale des fonctions ¢, ¢ et R. En déduire la forme de U.
Corrigé (1 pts) : Dans ce cas, on sait que « = —f. On commence & calculer

rot(0) = (—R'(x — y), ~R'(x — ), ¢/ (z) - ¢' (1)) -

D’ou

Rz —y) =g(a(z —y)) (1)

Rz —y) =glalz —y)) (2)

Px) —'(y) =1 3)
D’apres (1) et (2), ona R(z—y) = 2G(a(z—y))+ K. De plus, (3) montre que ¢'(z) = 1+¢'(y) = a
Par conséquent, (z) = ax + b et ¢(y) = (a — 1)y + ¢. Vu que ¢(0) = 9(0) = 0 on déduit que

Y(x) = ax et ¢(y) = (a —1)y.



