Université de Technologie de Compiegne

MT22 : Juin 2013 - Examen final

Exercice 1. (4 points)On considere le volumyg défini par

V={(z,y,2) €R® telque 2> +9y°+22<4, 2°+3°>1,2>0,y>0, 2> 0}.

1. Représentey graphiquement0.5 pt)

2. SoitI:///Vf(w,y,z)da:dydz.

(a) SoitD la projection deV sur le plan(zOy). Représenteb graphiquement0.5 pt)

Corrigé : D est le domaine suivant :
D={(z,y) €eR* telque 1<a’+y°<4,2>0,y>0}

(b) En effectuant un changement de variables, en coordemputaires, exprimer a I'aide d’intégrales sim-
ples l'intégrale double/ = / / g(z,y)dzdy. (1 pt)
D

Corrigé : On poser = rcos(f) ety = rsin(f). On peut vérifier quéz,y) € D ssi(z,y) € A ol
A={(r0) : 1<r<2,0<0< 7} etdeplusondrdy = rdrdf, alors

J= / /D oz, y)dwdy — / /A g(r cos(6), sin(6))rdrdo. — /1 i [ /O : g(rcos(@),rsin(@))rd@] dr.

(c) Exprimer, par la méthode en batons, I'intégrake|'aide d'intégrales simple$0.5 pt)

Corrigé : D'aprés la question précédente, on a

I= //D [/0 e f(x,y,z)dz] dxdy = /12 [/0’2' [/Omf(r cos(H),sin(H),z)dz] rd@] dr.

(d) Calculerl, lorsquef(z,y, z) = zyz. (1.5 pt)

Corrigé : On intégre par rapport & puis par rapport & et finalement par rapport:a on obtient
1 1 /2 1 1% 9
I = - 3 4 —_ 2 3 S1 = - 4 3 —_ 5 = - 4 _— = —.
2//A7" (4 —7%) cos(0) sin(8)drdd 4/1 r° —r°dr 1 {r 6|, "8

CHANGER DE FEUILLE!

Exercice 2. (5 points)
1. On considére la courlty deR?, définie par I'équation paramétrique suivante :

[ o) = (= sin(t)
S8 R

(a) Montrer que les point® = (0,0), A = (7, 2) et B = (27, 0) appartiennent & la couride Représenter
l'allure de la courbe; . (0.5 pt)

Corrigé : On peut vérifier que® = (2(0),y(0)), A = (z(7),y(7)) etC = (z(27), y(27)).



(b) Calculer la longueur de la courBBe. (1 pt)

Corrigé : On a

1(Cy) = ’ V(@' ()2 + (y'(t))2dt = i V(1 = cos(t))? + (sin(t))2dt = i v/2(1 — cos(t))dt.

0 0 0

On utilise la formule suivantesin®(£) = 1 — cos(t), on obtient que

o2 [ (a1 e ()] s

2. On considére la courlie= C; U C, avec
Co:{y=0,0<z<2r}

et on noteD le domaine dé&R? limité par la courb&. On suppose quéest orientée dans le sens trigonométrique.

(a) Représenteb graphiquement (on pourra le faire sur la méme figure que gedaént) (0.5 pt)
(b) Calculer la circulation du champ de vectelirs= (—y,0) le long de la courbé€. (1.5 pt)

Corrigé : On a
. 27 2
Te(V) = / —ydz +/ —ydx = / (1 — cos(t))?dt = / 1+ cos?(t) — 2 cos(t)dt.
Cy Co 0 0

On utilise la formulecos®(t) = § + %(2” on obtient que

2

27 . .
To(V) = / g + CObft) — 9cos(t) = Bt + Smft) - QSin(t)} 3.
0 0

(c) En déduire, a I'aide du théoréme de Green-Riemannel@eD. (0.5 pt)

Corrigé : PuisqueC est orientée dans le sens trigonométrique, alors d’aprégt@éme de Green-
Riemann, on sait que

%(V):/C—ydxz//l)dxdy:A(D):37r.

(d) En déduire la circulation du champ de vectdlirs: (y(42® — 1), 2) le long de la courbé€;. (1 pt)

Corrigé : D'aprés le théoréme de Green-Riemann, on sait que

TC([j) = /Cy(4x3 — 1)dz + 2*dy = //Ddxdy = A(D) = 3.

De plus, on a
T, (U) = / y(4a® — 1)dz + z*dy = 0.
Ca

Donc7e, (U) = Te(U) — Te, (U) = 3.

CHANGER DE FEUILLE!

Exercice 3. (11 points)



1. On consideére la surfa¢e définie par

Y= {(x,y,z) cR?® telque 22 +¢y*=(2+1)>20<2<1, y> 0}
et on appelld” le bord deX..
(a) Représentex etI” graphiquement0.5 pt)
(b) Donner une paramétrisation dleen coordonnées cylindriqueg®.5 pt)

S

(c) Exprimer l'intégrale surfaciquif/ fdo al'aide d'une intégrale double en utilisant cette paramétr
b

Corrigé :

—_

)()

+1)sin(d) 0<2z<1,0<6<m.

IS
I
A/\
—

sation.(1 pt)

Corrigé : En utilisant I'équation paramétrique, on peut verifier que
Ty AT, = ((z+ 1) cos(0), (z + 1) sin(f), —(z + 1)). Cela montre que

//Zfd" ://Af((z"'1)005(3%(2‘*‘1)Sin(9),2)\|f9/\fz||d9dz

= \/5//A f((z+1)cos(8), (z+ 1)sin(f), z)(z + 1)dbdz

oUA ={(2,0) : 0<2<1,0<0 <7}
(d) En déduire l'aire d&. (1 pt)

Corrigé : On sait que

= [ [ v [E5) 042,

0

(e) On considére le champ de vectelirs= (2y(z + 1),0,2y). On orienteX par la normale unitaire dont
la deuxieme composante est positive. Calculer le flux déTph travers:. (1 pt)

Corrigé : X est orintée suivant la normali® A T, = ((z + 1) cos(0), (z + 1) sin(#), —(z + 1)), donc

s (rot(V / / rot(V).(Ty A T)dfdz.

Puisque rofl) = (z,y, —2(z + 1)), on déduit que
s (rot(V // (z+1)%d0dz = 7 [(z + 1) ] = Tm.
(f) Donner une paramétrisation de la couthd1l pt)
Corrigé : On peut voir qud™ =T, UTy, UT'3 UTy, avec

x = cos(0) x=—(z+1)
Iy =< y=sin(d) 0=0—>m Ty y=0 z2=0—1,

z=0

x = 2cos(d) x=(z+1)
I3 =< y=2sin(0) 0=mn—0, I'y=< y=0 z=1-=0.
2=z

z=1



(g) Retrouver le flux de rt()t?) a traversy en utilisant un théoréme intégral et préciser le théoréifiséut
T.(1.5pt)

Corrigé : D’aprés le théoréme de Stokes-Ampére on sait que
b5 (10U(V)) = Ti(T) = / 2y(=+1) dz + 2y dz.
r

En utilisant 'équation paramétrique dig et Iy, on obtientTr, (V) = 7r,(V) = 0. De plus d'aprés
I'équation paramétrique de, etI's, on a

7}1(I7)=/07r—2sin2(9) df = — [9_ ' ;

0 3 .
Tr, (V) = / —16sin2(0) df = 8 {9 _ Sm(229)} .
T 0

Ce qui montre quér (V) = —7 4 0 + 87 + 0 = 7.
2. On considere le volumg défini par

V={(z,y,2) eR® telque 2 +¢*<(2+1)*,0<2<1, y>0}
et on appell€S) le bord deV.
(a) Définir et paramétrer chaque partie de la surfade(1.5 pt).

Corrigé : On a(S) = (S1) U (S2) U (S3) U X, ou

T
S1 = Yy
z

Il
ey

(:Evy) € D27

x x
Y (z,y) € D1, Sa=4 y
0 z

r=2x
Sy=q y=0  (z,2) € Ds,
avec

Dy = {(z,y) €R? telque z?+y*><1, y>0}
Dy = {(z,y) € R* telque 2 +y* <4, y>0}
Dy ={(z,2z) eR?* telque —(z+1)<z<(z+1),0<z<1}
(b) Qn suppose quésS) est orientée par la normale extérieure. Calculer le flux denghde vecteurs

V = (z,—y, z) atraverq.S). (1.5 pt)

Corrigé : Puisque(S) est orientée vers la normale extérieure, dofic) est orientée vers la normale
(0,0,—1), (S2) est orientée vers la normale, 0, 1), (S3) est orientée vers la normale, —1,0) et%
est orintée vers lanormalle A T, = ((z + 1) cos(), (z + 1) sin(#), —(z + 1)). Cela implique que

<z>sl(17)=//Dl —zdady = 0,

bs,(V) = //D zdzdy = //D dzdy = A(Dy) = 2,

os,7) = [ /D ydady =0,



ps(V) = //A(z—f— 1)%(cos?(0) — sin*(0)) — z(z + 1)dfdz = //A(:—i— 1)2 cos(20) — z° — zdfdz

-3
3 2], 6
Alors ¢g(V) = 2r — 37 = Im,

(c) Retrouver le résultat précédent en utilisant un théerimtégral et préciser le théoréme utili§€ pt)

Corrigé : D'aprés le théoréme de de Gauss-Ostrogradski, on sait que

ds(V) = / / /V div(V)dzdydz = / / /V drdydz.

En utilisant la méthode de tranches, on déduit que

ds(V) = /01 U/D da:dy} dz:/olA(Dz)dz

ouD, = {(z,y) € R? telque 2%+y?> < (2+1)2%, y>0}.Alors

IS R

L1t )
¢S(V)=§/O m(z+1) dz:§ 3

(d) En déduire le volume dg. (0.5 pt)

Corrigé : D’'apreés la question précédente, on a

ps(V)=V(V) = —.



