Exercice A.2.9 du poly. (Indication : utiliser les contraposées des liens logiques vus en cours pour répondre
aux questions).

L. fog) = { (a2 +y?)sin (27 ) i (2,) £ 0,0),
0 si (z,y) = (0,0).
I peut étre utile de remarquer que f est symétrique en les variables x et y : f(z,y) = f(y,x).
(a) Papplication f est continue en (0,0). En effet, pour tout # € R, on a

f(rcosf,rsind) = r?sin (cosfsino).

Donc, V 8 € R, |f(rcosf,rsind) — f(0,0)| = r?|sin (cosfsin )| < r?, car Imsin = [—1,1]. On pose

<1
g(r) = r? qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée.
r—

FO+1,0)— f0,0) _ h?sin(50) —0 of
(b) e h = L =0 h_Lg Donc D
of
oy
(c) On calcule e(h, k) tel que

(0,0)=0]

e Par symétrie , | ==(0,0) =0|.

FO+ 0+ F) = £0,0)+ 22 (0,0) s+ 2L(0,0) sk + VW2 R2e(h, ).
Onadoncg(h,k):%: h2+k281n(h2h7fk2),

On vérifie alors si  lim  e(h, k) = 0 ou non. Cela revient a étudier la continuité de la fonction e
en posant £(0,0) = 0. On regarde l’expression en coordonnées polaires : pour tout € R, on a
g(rcosf,rsinf) = rsin (cosfsin ).

Par conséquent, V 6 € R, |e(rcosf,rsing) — 0] = r|sin (cosfsinf)| < r, car Imsin = [—1,1]. On

<1
pose g(r) = r qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée pour e.
r—

(d) On commence par calculer les dérivées partielles premieres en tout point (x,y) # (0, O).
af . 24,2y o2 .
. %(:c, y) = 2xsin (x2?y2>+(a:2+y2)x y(a”(;;i;z)f Y cos (xffy?) = 2z sin ( cxwy >+ x2+y2 Cos (wzgfyz).
0
e Par symétrie, on obtient 85(30, y) = 2ysin <$2gfy2) + LY Qx cos (z;ny)

2+y
Ensuite, on étudie la continuité en (0,0) pour %. Par symétrie, le résultat sera le méme pour %'

On majore ’écart en coordonnées cartésiennes pour commencer :

0 0 .
G (@)~ 2(0.0)| < 2ol + gl < 2+

On conclut en coordonnées polaires : V6 € R,

Iy\?’ 2y

ly[? z?|y|

22 4+y?  a4y? T

g(rcos@,rsin@)—ﬁ(0,0) =2r | |cos@|+|sinf| | <4r
Ox Ox S~ Y~
<1 <1

On pose g(r) = 4r qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité pour % en (0,0) est
r—

vérifiée.
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6. f(z,y) =2 +y°
Les dérivées partielles de tout ordre existent en tout point de R? donc f est de classe € sur R2.

2y si (z, 0,0),
0 si (z,y) = (0,0).
La fonction f est symétrique en les variables z et y : f(z,y) = f(y, ).
(a) l'application f est continue en (0,0). En effet, pour tout # € R, on a

f(rcosf,rsinf) = rcosfsinb.

Donc, V 6 € R, |f(rcosf,rsinf) — f(0,0)] = r|cosf||sinf| < r, car Imcos = [—1,1]. On pose
N e
<1 <1
g(r) = r qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée.
r—
hx0
f(O0+h,0) = £(0,0) _ vaz —© of
b = = .D = =0|
(b) e - - Oh_Lg onc 895(0’0) 0
e Par symétrie, on a gf(0,0) =0|
Y
(c) On calcule e(h, k) tel que
of of
F0+h,0+8) = £0,0)+ 2L (0,0) xh + 2L (0,0) xk + VRZ+ K= (h, k).
—— ox 8y
=0 :"0 v_o
hk
On a donc e(h, k) = fif%k):? = hQ}fkg.
Prenons le chemin d’équation = = y. Alors &(¢,t) = % =1 140
t—0

La fonction f n’est pas différentiable en (0,0).
(d) Par contraposée, f n’est pas différentiable en (0,0) donc aucune des dérivées partielles n’est continue
en (0,0).

s o~ @ 0n () s ) 2 0,0,
0 si (z,y) = (0,0).
I peut étre utile de remarquer que f est symétrique en les variables x et y : f(z,y) = f(y,x).
(a) l'application f est continue en (0,0). En effet, pour tout # € R, on a

f(rcosf,rsinf) = r’sin (1).

Donc, V 6 € R, | f(rcosf,rsind)— f(0,0)] = r*|sin ()| < r?, car Imsin = [—1, 1]. On pose g(r) = r?
<1

qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée.
r—

2 qin (1
F0+h,0)— f0,0)  hsin(g) of
(b) e , = - = hsm(W) h—i>8 Donc %(0,0) =0
e Par symétrie , Z:J;(O, 0)=0|
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(c) On calcule e(h, k) tel que

0
FO+1,0+8) = £0,0)+ 2L 0,0y xh + 2L (0,0 xk + VAT T Ke(h, k).
—— ox By
=0 :"0 V_D
hk .
On a donc e(h, k) = % = Vh? + k?sin (ﬁ)
On montre que  lim  ¢(h, k) = 0 ou non. Cela revient a étudier la continuité de la fonction € en

(h,k)—(0,0)
posant £(0,0) = 0. On regarde 'expression en coordonnées polaires : pour tout § € R, on a

e(rcosf,rsing) = rsin ().
Par conséquent, V 6§ € R, |e(rcos6,rsing) — 0| = r|sin ()| < r, car Imsin = [-1,1]. On pose
<1
g(r) = r qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée pour e.
r—

(d) On commence par calculer les dérivées partielles premieres en tout point (x,y) # (0,0).
of : 1 1
[ %(x, y) = 2xsin <\/x2+y2 — \/552x+y2 COS \/TTyQ .

0
e Par symétrie, on obtient 8“;(33, y) = 2ysin ( \/x21+y2) - \/:Jc§+y2 cos (W)

Ensuite, on étudie la continuité en (0,0) pour %. Par symétrie, le résultat sera le méme pour %'

Prenons le chemin d’équation y = 0 passant par l'origine. Il est décrit par la fonction ®(t) = <0>

avec ®(0) = (8) ® est continue en 0 et

of
— 0
ox

_ 9

(1) = Oox

(t,0) = 2tsin(‘71|) - ﬁ—‘ cos(‘%') — pas de limite.
t—0

— — 1
S0 =Feos(y)

La limite n’existe pas, donc 91 o & nlest pas continue en t = 0. Comme ® est continue en ¢ = 0, on

ox
en déduit que % n’est pas continue en (0,0).
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Exercice A.2.12 du poly.
On définit la fonction suivante sur R3\{(0,0,0)} :

1

fla,y,z) = (@ +y° +2%) 7z,
e Calcul de la dérivée partielle premiere par rapport a x :

of
ox

3

1
(2,y,2) = =5 X 20 x (2* 4+ 47 +27) 727 = —ala® +y? + )72

e Calcul de la dérivée partielle seconde par rapport a x :

an 2 2 2\ -3 3 2 2 -3
W(m,y,z):—lx(:z +y +z)2—x><(—§)><23:><(x +y 4242
= — (@4’ D)2 43P P 42
(P +z) 322
(a:2+y +z2)3 (22 +y2 +22)3

222 —y? — 22

(22 +y? + 22)%

e La fonction f est symétrique en les variables x et y : en effet f(z,y,2) = f(y,x, z). On peut donc obtenir

% a partir de 2f en échangeant le role des variables = et y.
82f< ) 2y% — 2% — 22
—(z,y,2) = .
0y? (22 + 32 +z2)%

e La fonction f est symétrique en les variables x et z : en effet f(z,y,2) = f(z,y,x). On peut donc obtenir

2 2
% a partir de % en échangeant le role des variables z et z.

an( ) 222 _ 42 _ 42
x’ yJZ =
022

(2 4+ y2 + z2)g'

e On effectue la somme des 3 dérivées secondes :

82 2 2
Af(w,y,Z)=87;;(x,y, z)+ 8£($ Y, 2)+ 8‘};(90 Yy, z) =

(222 — 9% — 22) + (292 — 2% — 2%) + (222 —y% — 2?)
(a2 + 42 + 22)3

=0.
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Exercice A.2.14 du poly. Dérivées partielles de fonctions composées
Comme ce n’est pas indiqué, les fonctions sont considérée dérivable/différentiable sur R ou R2.

4. F(.Z', y) = f(&l', g(l’), h(l‘, y))

e La fonction f est une fonction de trois variables (disons u, v et w) différentiable.
e La fonction g est une fonction d’une variable dérivable.

e La fonction h est une fonction de deux variables différentiable.

e Par composition, la fonction F' est différentiable.

AF(e,9) = (. )dw+-%§Cuyﬂ@
(5f )+ o ()50 0,900, o)+ 5 ) g (oo, B ) d
+ o, >§f< 9(a), bz, ))dy

5. F(z,y) = f(g(z,y), h(z), k(y)).

e La fonction f est une fonction de trois variables (disons u, v et w) différentiable.
e Les fonctions h et k sont deux fonctions d’une variable dérivables.

e La fonction ¢ est une fonction de deux variables différentiable.

e Par composition, la fonction F' est différentiable.

X

AF(.y) = 5w )+ G (e )y
D (0o ). ) + (@) 3 (g ) o)) )

Ox
(52w 3 0t a) ) + K0
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Exercice A.2.22 du poly. Recherche d’extrema locaux

On considere la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 23y*(1 — x — y).

1. La fonction f est polynomiale donc elle est infiniment différentiable. Pour déterminer les points critiques,
on résoud grad f(z,y) =0 :

{ 32y*(1 -z —y) — 2%y°

2

0 N ?P2Bl—-z—y)—z) = 0 N 2?23 —4r—3y) = 0
22%y(1 —x—y)—2%y%> = 0

By(l—z—-y)—y) = 0 By(2—-2r-3y) = 0
o r=0ouy=0o0ud—4x—3y=0
r=0ouy=00u2—-2x—-3y=0
Les points critiques sont donc les points de la forme (0,y) avec y € R ou (z,0) avec z € R ou (3, 3).
2. On calcule les dérivées partielles secondes :

62
wf(f’«"a y) = 2wy2(3 — 4z — 3y) — 43@2y2 = 2xy2(3 — 6z — 3y)

62
Oxayf(x’ y) = 25”2?/(3 — 4z — 3y) — 3r2y? = $2y(6 — 8z — 9y)
62
Tygf(ﬂﬂ,y) = 23(2 — 2z — 3y) — 323y = 23(2 — 22 — 6y)

Etude en .4

? 1 ’ ? 11,9 1 142 1 1 1
Agn = (axayf(2’3)) - (al,Qf(WS)aygf(Qv 3)) = ()"~ (=g) x(=g) = —q;; <0
La fonction admet admet un extremum local en (%, %) Puisque 88722 f (%, %) = —% < 0, il ’agit d’un maximum
local.

Etude en (0,y) :
Pour tout y € R, on a A(g,) = 0 donc on ne peut rien conclure. Par conséquent on doit étudier le signe de
la différence f(0+ h,y + k) — f(0,y) par d’autre moyen. Pour y € R et des petites valeurs de h et k on a

FO+hy+k)— f(0,y) =h*(y+ k)1 —h—(y+k)).

Le terme (y + k)2 est positif. Il reste & étudier le signe de h3(1 —h — k —y) pour les valeurs de h et k proches
de zéro.

e Si y < 1 alors pour h et k tres petit, le terme (1 —h — k — y) est positif. Cependant le terme h3 change de
signe en fonction des petites valeurs positives ou négatives de h donc la différence change de signe. Il n’y a
pas d’extrema locaux.

e Siy > 1 alors pour h et k trés petit, le terme (1 —h — k —y) est négatif. Cependant le terme h3 change de
signe en fonction des petites valeurs positives ou négatives de h donc la différence change de signe. Il n’y a
pas d’extrema locaux.

e Siy=1alors f(0+h,1+k)— f(0,1) = h3k*(—h — k) = h2k?(—h? — hk). Le terme h?k? est positif donc
il reste & déterminer le signe de (—h? — hk). Pour toute valeur de h et k telles que h = k, la différence est
négative, pour toutes les valeurs de h et k telles que k = —2h la différence est positive. On en conclut qu’il
n’y a pas d’extremum local ici non plus.
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Etude en (z,0) :
Pour tout x € R, on a A(; gy = 0 donc on ne peut rien conclure. Par conséquent on doit étudier le signe de
la différence f(z + h,0+ k) — f(x,0) par d’autres moyens. Pour y € R et des petites valeurs de h et k on a

fx4+h0+k)— f(x,0) = (x+h)3k*(1 —z — h— k).

Le terme k? est positif. I1 reste & étudier le signe de (z+ h)3(1 — 2 — h — k) pour les valeurs de h et k proches
de zéro.

e Si 0 < x < 1 alors pour h et k trés petit, le terme (1 —z — h — k) est positif et (x + h)3 est positif. La
différence est donc positive. On est en présence d’un minimum local.

e Si z > 1 alors pour h et k trés petit, le terme (1 —x —h — k) est négatif et (x+ h)? est positif. La différence
est donc négative. On est en présence d’'un maximum local.

e Si z < 0 alors pour h et k trés petit, le terme (1 —x —h — k) est positif et (z+ h)?3 est négatif. La différence
est donc négative. On est en présence d’un maximum local.

e Siz=0alors f(0+h,0+k)— £(0,0) = h3k*(1 — h — k). Le terme k(1 — h — k) est positif, par contre h3
change de signe donc la différence change de signe. Ce n’est pas un extremum local.

e Sixz=1alors f(1+h,0+k)— f(1,0) = (1 +h)3k?(—h — k). Le terme (1 + h)3k? est positif, par contre
(—h — k) change de signe donc la différence change de signe. Ce n’est pas un extremum local.
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Exercice A.2.15 du poly. Application : résolution d’une équation aux dérivées partielles
Dans cet exercice, f est une fonction de deux variables (¢, x). La premiere variable est ¢ et la seconde est x.
1. Soient «, 5 € R*. On définit ¢(u,v) = f(au + av, fu — Pv).

924

e On commence par calculer .
v< V) = t(ozu—i—ow,ﬁu Bu) X a + x(au+av,6u ) x (—=p).

On dérive chaque terme du membre de droite par rapport a u.

88 (g{(au + av, fu — 5“)) = ;tf(au + av, fu — Bv) X a+ ;jgt(au +av, fu — Bu) x B.
2 (Btauranpu—50)) = oL tau+ av.u—0) <+ 5w+ av. u— ) x 5.
On obtient o2 52 52
8u§v(u’v> « a—t‘g(au + aw, fu — Pv) + 04,38 g;t(au + aw, fu — fv)
2 2
_ aﬁ@t(’)fm(au + aw, fu — Bv) — 52%(0411 + av, fu — Po).

Comme f est de classe €% (deux fois continiiment différentiable), on en déduit que les dérivées partielles
croisées sont égales d’apres le théoreme de Schwarz.
0 f

(u,0) = @2 (o + v, B — Bo) — 62

9%
Oudv

0% f
Ox2

(au + av, fu — pv).

2
e Dans cette question on veut trouver les valeurs de «, 8 de sorte que aig’v = 0.

Par hypothese on sait que
Of _ 2000 O n0%F

o2~ “ o2 T a2 T C o2

Donc 2 82f -y
8u8v( v) =0 & o? @(au—i-av,ﬁu—ﬁv)—ﬁ e 5 (au+av, fu — Bv) =0
& c2a222=];(au+ av, fu — Bv) — ;J;(aqu av, fu — fv) =0
& (Pa 62) f(au+av Bu — pv) = 0.

11 suffit de choisir
2 B

Al =0t =3 cca=4+fc=+
!

2. On doit chercher la forme générale des fonctions ¢ vérifiant ¢ _ ),

dudv
4 0
6715(%@) =0 P(u,v) =1a(v) et 811/)} (u,v) = 0= Y(u,v) = P1(u).
Par conséquent ,
9 0
au;)v =0 af = tha(v) & d(u,v) = /¢2(U) dv 41 (u).
—_—

=v3(v)
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3. On effectue le changement de variable inverse avec ¢ = +§.
Dans ce cas
T+ ct T —ct
=u et -

28 28

) = ou) = v (15 ) o (<757

).

:U’

et

On pose g(z + ct) = n (%ﬁct) et h(z — ct) =13 (‘xQﬁCt
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