Exercice A.2.9 du poly. (Indication : utiliser les contraposées des liens logiques vus en cours pour répondre
aux questions).

2. floy) = | @ H9)sn () s (ny) £ (0,0),
0 st (z,y) = (0,0).
La fonction f est symétrique en les variables = et y : f(z,y) = f(y,x).
(a) Papplication f est continue en (0,0). En effet, pour tout # € R, on a

f(rcosf,rsin@) = r?sin (csttsing)

Donc, ¥V § € R, |f(rcosf,rsind) — £(0,0)] = r?|sin (wﬂ < r? car Imsin = [~1,1]. On pose
g(r) = r? qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante éé continuité est vérifiée.

(b) e f(0+h’0]1_ f(0.0) h2sm(’;’350) U _ hsin(l) — 0. Donc %(0,0) —0]
e Par symétrie , 25(0, 0)=0]|

(¢) On calcule (h, k) tel que

FO0+ 0+ k) = 70,00+ 20,0yt + 2L(0,0) xk + V/RZ T R2e(h, k).
—— Oz dy
=0 ‘/—:0 !/—/:O

h,k .
On a donc e(h, k) = \/f% = Vh? + k?sin (h};i’;z>
On vérifie alors si " kl)lm( )E(h, k) = 0 ou non. Cela revient a étudier la continuité de la fonction e
,k)—(0,0
en posant £(0,0) = 0. On regarde l’expression en coordonnées polaires : pour tout € R, on a

g(rcosf,rsinf) = rsin (w)'
Par conséquent, V § € R, |e(r cosf,rsinf) —0| = r|sin (w)‘ < 7, car Imsin = [1,1]. On pose
N
<1

g(r) = r qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée pour e.
r—

(d) On commence par calculer les dérivées partielles premiéres en tout point (z,y) # (0,0).

of + 2,2y (22 2e(aty) ; =
o%(x,y) —2xs1n( oy >+(:c +y?)x L (Z;uy;)’f Y cos (xﬁ/yQ) :2xs1n< 2+y >+y Qiyy z cos(

- o Of : x? — 2y — y?
e Par symétrie, on obtient 8—y(:c ,y) = 2ysin < ?iy ) + 2+ g2 cos (xgiz )

Ensuite, on étudie la continuité en (0,0) pour 3 8f . Par symétrie, le résultat sera le méme pour 3

6f
Prenons le chemin d’équation x = —y passant par 'origine. Il est décrit par la fonction ®(¢) = (_ t>

avec ©(0) = <8> ® est continue en 0 et

92
gi (t,—t) = 2tsin(0) + 2?; cos(0) = —1 o -1 ;é of

5-(0,0)=0.

La limite existe mais est différente de o ®(0), donc o ® n’est pas continue en t = 0. Comme ¢

3f

est continue en ¢ = 0, on en déduit que 7, n’est pas contlnue en (0,0).
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3. f(z,y) = _
0 si (z,y) = (0,0).
(a) l'application f n’est pas continue en (0,0). En effet, pour tout # € R, on a

f(rcos,rsinf) = cos fsin’ .

Les limites ponctuelle different selon les directions # € R. On ne peut pas démontrer la condition
suffisante de continuité.

Prenons le chemin d’équation z = y passant par 'origine. Il est décrit par la fonction ®(t) = < t)

avec ®(0) = <8) ® est continue en 0 et

t3
(2t2)3

1 . 1 y
2¢/2 t—0 2/2

La limite existe mais est différente de f o ®(0), donc f o ® n’est pas continue en ¢ = 0. Comme P est

continue en ¢t = 0, on en déduit que f n’est pas continue en (0,0).
hx0%

Fod(t) = f(t,t) = —0.

£(0,0)

f(0+h,0) - f(0,0) T _ of _

(b) e - = - _Oh_Lg' Donc &T(O’O) =0|
J(0,04k) — f(0,0) _ % -0 _ F (.0 —

o ? = - —Ok—i>8. Donc ay(0,0)—O.

(c) Par contraposée, f n’est pas continue en (0,0) donc f n’est pas différentiable en (0,0).
(d) Par contraposée, f n’est pas continue en (0,0) donc aucune des dérivées partielles n’est continue en
(0,0). Vérification :
(0,0).

On commence par calculer les derivees partielles premieres en tout point (z,

of 2@+ -8y Exa®  (@Phy?)d (20 = \t|t4 1
* 5z Y = C N T (08 =S =y 3,0
of 2ry(22+42) 3 — 3 x2y(2?+42) P xay? (@2442)3 (—ay®+2yz®) 3f VIt B
s @(x’ y) = (a:§+y2)3 = Y (I2+y2y)3 Y (t t) 8t — B[f tjo S
z3 :
4. f(a:,y) — z24y2 S? (x7y) 7é (an)a
0 st (z,y) = (0,0).
(a) l'application f est continue en (0,0). En effet, pour tout # € R, on a
f(rcosf,rsinf) = rcos’ 6.
Donc, V 0 € R, |f(rcos,rsinf) — f(0,0)] = r|cos®d| < r, car Imcos = [—1,1]. On pose g(r) =
<1
qui vérifie g(r) =l 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée.
T—
3
JO+h0 ~f(0,0) _jz=0 _ 0 (o) —
(b) e - == _1h—i>(1). Donc 83:(0’0)_
k) — 0 -0
o SOO0ER =F0.0) =0 5 pone g(O,O)ZO.
k k—0 oy
(c) On calcule e(h, k) tel que
0 0
f(O+h,0+ k)= f(0,0)+ —f(O, 0) xh + —f(O, 0) xk + V/h2+ k2z(h, k).
=0 :"1 W—’_O
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— f(E)—h _ _ hk?
On a donc S(h, k) = VR2RZ (h2+k2)% ’

Cette fonction a été étudiée a la question 3a). En posant £(0,0) = 0, on sait que € n’est pas continue
en (0,0). On en déduit que f n’est pas différentiable en (0,0).

(d) Par contraposée, f n’est pas différentiable en (0,0) donc aucune des dérivées partielles n’est continue
en (0,0).

5. f(z,y) = /22 + y2. La fonction f est symétrique en les variables x et y : f(z,y) = f(y, ).
(a) Papplication f est continue en (0,0). En effet, pour tout # € R, on a

f(rcosf,rsinf) = r.

Donc, V0 € R, |f(rcosf,rsinf) — f(0,0)] = r. On pose g(r) = r qui vérifie g(r) e 0. La condition
r—

suffisante de continuité est vérifiée.

f(04h,0)— £(0,0) VhZ—0
(b) e h T h

0
e Par symétrie, —f((), 0) n’existe pas.

dy
(c) Les nombres A = %(0, 0) et B = %5(0, 0) n’existent pas donc la différentiabilité de f ne peut pas
étre démontrée.
(d) Les nombres A = %(0,0) et B = %(0,0) n’existent pas donc les fonctions % et % ne sont pas

définies en (0,0). La continuité de % et g—i ne peut pas étre démontrée.

| - of .
= 1 — pas de limite. Donc —(0,0) n’existe pas.
Ry P i 895( ) wexiste p
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Exercice hors poly. Fonction de classe €.
Montrer que la fonction définie par

R s (a,y) #(0,0),
ple,y) = { 0 i si (z,y) = .

est de classe ¢! sur R?.
(Indication : il faut démontrer la continuité des dérivées partielles premicres sur R?).

Dérivées partielles en (0,0) de p.

3
p(0+h,0) = p(0,0) _ "5 0 ap
= =0—0.D —(0,0) =0}
h h iy Done| g (0:0)
k3
p(0.0+k) —p(0,0) _ %= =0 Op
’ ? Okz—i>8 onc 8y(0,0) 0
Dérivées parti;alli:s en t01?1)t pgint (avo,4 yg) 75é (0,0).
o Floy) = DRt = S
4 4 5,2
o P(z,y) = ELEIDJpxay _ aydey

Etude de la continuité des dérivées partielles premieres.

e En tant que quotient de polynomes, f est de classe ¥ en tout point (zg,yp) ou le dénominateur ne
s’annule pas, c’est a dire (zg,yo) # (0,0).

e On majore ’écart en coordonnées cartésiennes pour commencer :

0,
%(xay) -

x8+2x4y2+y4 — 2.’,24 2 y |y|

p =32ty 4yP) 3zt y|3 ly|® 3at|y[? L _
x(o 0)) T 28420ty yt = x84+2zty2 4yt + < =

On peut conclure en coordonnées polaires : V8 € R, on a

‘%(rcosﬁ,rsin@) 2(0,0)| < g |sinf| < g

~——
<1
On pose g(r) = 5r qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée par n (0,0).
e On majore ’écart en coordonnees cartes1ennes pour commencer :
ap _ o _ eyt 4325y |z]y* 3Jz|y? 2yt 3lz[°y?
9y (,y) dy (0’0)‘ = Tzt S Fraetygt T it S Ty Ty = 2|:v\
On peut conclure en coordonnées polaires : V0 € R, on a
: 5 5
’%(rcos@,rsm@)——(O 0)| < —rfcosf| < —r.
2 —_—— 2
<1
On pose g(r) = 3r qui vérifie g(r) e 0. La condition suffisante de continuité est vérifiée par en (0,0).
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