Exercice A.1.29 Gradient et Laplacien en coordonnées polaires

1. Avec les regles de dérivation de fonctions composées (vues dans les exercices 13. et 14.,) on a le systeme
suivant

%(r, 0) = cos@af(rcosﬁ rsinf) + sin 0 f(rcos@ 7 8in f) Ly
%(r,@) = —rsinf f(rcos@ rsmﬁ)—l—rcos@ f(rcos@ rsinf) . Lo

Dans la suite, on doit supposer que r # 0.

2. Maintenant on résoud ce systeme d’inconnues gf (rcosf,rsinf) et 25 (rcos,rsinf).

sin 6 af ) dg sin @ dg B
cosOL; — Ly = %(T cos@,rsinf) = (cos )= r (r 0) — Y7 —(r,0) = g1(r,0)
i cos 6 of ) N cosf Og B
sinfL; + " Ly = 8y(rcos@,rsm@)—(811&(9)67“(7“,9)4— " 39( 0) = ga(r,0)
On obtient ainsi ’expression du gradient en coordonnées polaires vues en PS21 :
. _ Og L 10g . - _ (cosb _ _ [—sin@
Vf(rcos@,rsm&)—g(r,e)er r@H(T 0)éyp| , oué, = (sin0> et ép = (cost9>
3 Ona ) 0% 60 6 9%
91 sin g sind
W(rv 0) (COS 0) or2 (T 0) r2 89( 0) r Or 89( 9)
091 dg 0%g cosf g sin § 0%g
%(ﬂ 0) = —(sinf) -~ ar (7” 0) + (cos e)m(ﬁ ) — , %(7’7 ) — w(ﬂ 0)
dgo L 0%g cosf Og cosf 0%g
W(h 9) - (Sln G)W(n 9) r2 90 ( 9) + Y (T, 0)
0go dg i 0%g sin 6 Og cos 6 0%g
%(r,ﬁ) (cos 9)8 (r,0) + (sin@) ——— 500, (r,0) — . 89( r,0) w(r, 0)

4. D’apres ce qui précede sachant que amf = (9@ (%) et en utilisant la symétrie de Schwarz, on peut écrire

sin 6 0¢gy

52
f(rc059r51n9) (0059)%7“9) . 89( r,0)

92
,0%g cosfsinf dg cosfsinf 0%g
= (cos #)? 8—(7“ 0)+2T69( r,6) — Tarag( r,0)
(sinf)* dg (sin6)* 9°g
+ 2 (r 0) 2 92 (7‘, 0).

Sachant que 8—f a@ (%) et en utilisant la symétrie de Schwarz, on peut écrire

O*f . . 092 cos 6 Dgo
a—yQ(rcosﬁ,rst)—(sme)ﬁ(r,ﬁ)—i— 90 —=(r,0)
0%g sin  cos 6 Jg sinfcosf 0%g
— (a} 2
= (sin6) 5,2 (r,0) —2 2 39( )+ " 500 (r,0)
(cos 0)? Jg (cos0)? d%g
LA (r,0) + r2 062 (T’ ).
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5. Pour r # 0, le Laplacien de f en coordonnées polaires est la somme des deux derniéres expressions :

(Af)( 0,rsinf) = ﬁ(1" 0 in@)—&—ﬁ( 6, rsin )
rcosf,rs = gz (rcost,rs oy rcosf,rs
(sin )% 92¢
= age ")
(cos0)28729
r2 062

= (cos 0)279(7“, 0) +

(r,0)

. d%g 1 0g
(Af)(rcosf,rsinf) = w(r, 0) + ;—T(r,ﬂ) + r——(r, 0)
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Exercice A.2.1. Opérateurs différentiels
Dans tout I’exercice on pose

Ay By fA
A=Ay | ,B=|B2|,(fA) = | fA2
As Bs fAs3
AA, B-VA, B1%4 4 B2 4 Byl
Xa= (a4, et (B-V)A=(B-VAy|=|5B 6A2 + By 652 + By 6A2
AAg BVA3 B@A3+B 8/7{3_1_3 8A3
0. AN(BAC) = (A-C)B—(A-B)C
ByC3 — B3C» Ay (B1Cy — BoCh) — A3(B3Cq — B1C3)
AN (B VAN C) =AAN | BsCi — B1C3 | = A3(3203 — B3C2) — Al(BlCQ — Bgcl)
BCy — ByCy A1 (B3Cy — B1Cs) — A3(B2Cs — B3(y)
B1(A1Cy + AxCy + A3Cs) C1(A1B1 + A3By + A3Bs)
(A . C)B = Bg(Alcl + AsCo + Agcg) et (A . B)C = CQ(AlBl + A9 By + Ang)
B3(A1C1 + AyCy + A3Ch) C3(A1B1 + A3By + A3Bs)
B (AyCy + A3Cs) — C1 (A2 By + A3Bs)

— (A-C)B—(A-B)C = (

3. div(Vf) =Af — vu en cours.
4. div(fVg - gV [) = fAg - gAf

B2(A101 + Agcg)
Bg(Alcl + AQCQ) —

— Cy(A1 By + A3Bs)
C3(A1B1 + A2 By)

) =AN(BAC)

Ici il faut utiliser les questions 2. et 3. et la commutativité du produit scalaire

div(fVyg — gV f) = div(fVg) — div(gV f) = (f div(Vg) + Vf - Vg) (g div(Vf) + Vg - Vf)

= fdiv(Vg) — gdiv(V[) = fAg — gAf
6. div(AANB)=B-rot A— A-rotB
A9 Bs — A3By
0(AsBs — A3B 0(As3By — A1 B 0(A1By — AoB
ANB = | A3B) — 4By | = div(an By = 242 e 2) , o4 P 5) 4 O S )
A1By — AyBy o Y 5
. |04 O0Bs | 0As 0B>
le(A A B) = oz X B3|+ Ag X oz — oz X By |— Az Oz
0As 0B 0A, 0Bs
—2xB A3 x —= —| == x B3 |— A1 x —=
+ Y X by |+ Ag X oy oy X D3 11X 5
8A1 832 8A2 aBl
Ml B e = I Pl B e
Bl 6A3 _ 881422 Al % o aazg
_ ok ok | | 2B _ oBs
- By 0z ox Ay 0z or
=B-rotA— A-rotB
Frédérique Le Louér 3



7.divrot A =0 — vu en cours.

9. rot(A/\B) :AdivB—BdiVA+(B-V)A— (A-V)B
K
B AsBs — A3 B»
I‘Ot(A VAN B) = % AN | AsBy — A1 B3
5 A1By — Ay By
6( 132714281) o a(AgBlfAlBg)
oy 0z
— O(A2Bs— Ang) _ 8(A1328—A231)
0z
0(AsBi=A1Bs) _ 8(AsBs— A3Bs)
ox oy
aAl X By + Alxaa—%—%xB —AgX%—(%XBl —i—A;;x%
= ‘9‘42 X Bg + A2x8£3—‘9A3xB —A3><‘9£?— %XBQ +A1x%
5 Byt A O B B x4 ([0 B+ -
Al 832 + 033 + OBl Bl 8A2 + 8A3 + 0A1
— AQ 633 + 831 + aBQ _ BQ 8az4z3 + 8141 + BAQ
Ag 831 + 832 + ng Bg 881?51 + dAQ + dA3
= A(div B) = B(div A)
By %_A2%_ A @_Bsaafil _AlaBl + B 5A1
8142 A 832 A 832 Bl% A dBQ +B dAQ
BlaAs Ay @ — (A, aB3 BQ% 033 + Bs 8143
Etudions la derniere matrice :
B, 8A1 — A, @_ OB _ p0AL) _ 4,081 4 04
8142 A386BZ2 A 832 Bl% —A ng —|—B dAg
Bl% _Alﬁ — (A, 381?/3 BQ% 333 + By 3A3
BlaAl -|—B BAl -|—B aAl A 863;1 _|_A28B1 —I—A 831
_ BBAQ_,_B@XQ_’_BBAQ o ABBQ+A8é/2+AaBg

BaAngBaXSJFBaAS

AaBg+Aa§3+AaBS

—(B-V)A

(A-V)B

0A1

0z

0As
ox

9As
dy

XBg—
XB1—

XBQ—

A1><

JB3
0z

0B1

A2><

ox

9Bs
dy

A —

Frédérique Le Louér



10. V(A-B) =AArot B+ BArot A+ (B-V)A+ (A-V)B. D’apres la question 1., on a

V(AB) = V(AlBl +A2B2+A3.Bg) = Bl(VAl)+A1(VBl)+BQ(VA2)+A2(VBQ)+B;3(VA3)+A3(VB3)

Ensuite on calcule,

Al %_8{9‘22 AaBl +A 831 +A 631
AANTot B+ (A-V)B= Ay | A |25 - 9Bs | 4 AaB2+A AaBz
A3 8£;2 _ 88721 A 8B3 —|—A2 8y5 +A 833
3 9B B SN (3 1,0 A
SYPHE Y SRR W SR DY aéf + 450
141(68,31 — %) —A2(8£3 — 8822) A 833 + A2 3 + Az BB;’
AQaBQ —|—A 635;3 + Alaanl
= | As 833 + 1A 8821 +A26873;/2 = A1 VB + A3V By + A3V Bsg

Al 8£1 A 832 +A 633

Par symétrie on a également (en échangeant les roles de A et B)

BArotA+ (B-V)A= B VA + ByVAy+ B3V A3

On ajoutant les quatres termes, on obtient bien 1’égalité escomptée.
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Exercice A.2.3. Question 1
Soit M (z,,,v,,,%,) un point de l'espace (Ozyz).

Les coordonnées cylindriques de M sont (p, ¢, 2,,) Les coordonnées sphériques de M sont (r, ¢, 0)
z,, = OM'cos ¢ = pcos¢ x,, = OM' cos¢ = rcos psinb
Yy = OM'singp = psin¢ Yy = OM'sin ¢ = rsin ¢sin 6
Zy zy = MM' = rcosf
p € 0,400, p €[0,27[ et 2, € R r € [0,+o00[, ¢ € [0,27[ et 0 € [0, 7].
1. (a) Nous avons trouvé Af(z,y) = —— et Ag(z,y,z) = 0.
(z24y?)2

(b) 11 faut utiliser les formules du Laplacien disponibles dans le poly dans différents systémes de coordonnées.
Elles ne sont pas a apprendre par cceur !

Systéme de coordonnées polaires : si on pose f(r,0) = f(rcos,rsinf) = %, alors

, 02 f 10f 2 1 1 1
Af(TCOS@,TSan) = w(r, 0) + ;E(T,G) + _0 = (1/‘3) + ; X <_7’2> = ng
Systéme de coordonnées cylindriques : Si on pose §(p, ¢, z) = g(pcos ¢, psin g, z) = 21+ — alors
p2+z
Ag(pcos @, psin ¢ z)——an( ¢z)+1@( 0, 2) + +782§( b, 2)
gP 7p ) _apg pa bl pap pa 9 ,:()', 822 p? 9

Or, g(p,0,9) = f(p,z) donc on utilise les résultat du (a) avec z = p et y = z.

r3

| 2 _ 2 2 2] _[2 2_ .2
Ag(pcos<;§,psin¢,z):3p75r+,x( p>+32 _ rt_ BpT -7 [T5]+[32 2] 0
r P r r

ot on rappelle que 72 = 2% + 9% + 22.

Systéme de coordonnées sphériques : Si on pose §(r,0, ¢) = g(r cos ¢sin b, rsin ¢ sin 0, r cos ) = % alors

: - 9°g 207 2 2 1
Ag(rcos¢sind,rsin¢gsiné, rcosf) = ﬁ(r’0’¢)+;§(r’6’¢)+ _0 = <r3> +; X <_r2) = 0.

Tous les calculs meénent aux mémes résultats, quelque soit le systéme de coordonnées utilisé !
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Exercice A.2.6. Potentiel scalaire
1. On considere le champ de vecteurs suivant

V:R* - R?
Tz
r3
M - V(M)= —3
r
1 22
roord

Les composantes du champs de vecteurs V admettent des dérivées partielles continues sur R3\{0} . Le
champ de vecteurs V dérive d’un potentiel scalaire ssi rot V' = 0. On calcule

Tz Y 3z2y Y 3y22
o = —5+ = -
= B 52 3 5 ) 73 5 )
rotVIM)= | 2 | x| —5 |=|_% 3% 2 32271 _3
%y rd 2 r3 + rd + 73 rd
92 L2 3yzr  3wyz
r rd 5 5

On en déduit que V dérive d’un potentiel scalaire f.
Maintenant, on détermine le champ scalaire f tel que V = V f. On commence par poser le systeme : On a

af xrz
%(x,y,z) = _Tig (1)
of Yz
aiy(l‘ayaz) = _Tig (2)
af 1 22
e - - _Z (3
Voo = -5 ©
Etape 1 : On integre (1) par rapport a la variable
Tz 1 2z 1 z
(4) f(ﬂ?,y7z):/—3dI:Z/— §d$:Z 1 —f—Cl(y,Z):*‘f'Cl(y,Z)
T 2(x2+y2+z2)2 (22 4+ y2 + 22)2 r

Etape 2 : On dérive (4) par rapport a la variable y et on identifie ’expression a (2)

of 1 2y oC, yz  0Cy
a LY = T<5 + ) =——+ - )
g 510 = ey e G ) = = )

On en déduit que
e

dy

On integre cette équation par rapport a la variable y et on trouve

Ci(y,2) = Ca(2)

(y,z) = 0.

A la fin de I’étape 2 on a

() f(@,y,2) =

z

(2 4+ y%2 + z2)%

+ Cg(z)

Etape 3 : On dérive (5) par rapport a la variable z et on identifie ’expression a (3)

af("“”y’@: TG - + 22 =2 - 5+ ()
i (z2 +y? + 2%)2 2 (2% +y2 + 2?) 0z T 0z

3
2
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On en déduit que
0Co
—(2) =0.
5, %)

On integre cette équation par rapport a la variable z et on trouve
Cy(z)=C, CeR

Conclusion : .
fz,y,2) = ;—i—C, CcR.

2. Ici, il faut comprendre que le champ V est de la forme

2xz¢(z)
VM) =] —2yz¢(2)

—(2? — y))6(2)
Si on veut que rot V = 0 alors ¢ est solution de I’équation différentielle homogene suivante
2¢(2) +2¢(2) = 0.

D’apres ce que vous avez vu en MT91, on résoud ’équation sur | — oo; 0[U]J0 + oo[ et vous savez que

o(z) = Cexp(/—idz) = Cexp(—2Ilnz) = z%’ CeR.

Pour la suite c’est pareil qu’au 1. On pose le systéme V = V f (en remlagant ¢ par son expression :

of T
%(J“)gh Z) - 20; (1)
of y
el = —20Y p
Ty = 20 @
af _ x2 _ y2
a(x7y7 Z) = —C 22 (3)
Etape 1 : On integre (1) par rapport a la variable =
1 x?
(4) f(x,y,z):CZ/Qxdx:Cz+C1(y,z)

Etape 2 : On dérive (4) par rapport a la variable y et on identifie ’expression a (2)

o 0G
@(x7yaz) - 8y (yaz)

On en déduit que
oCs

dy

On integre cette équation par rapport a la variable y et on trouve

y
Yot
(y,2) CZ

Y2
Ci(y,2) = ~CL +Ca(2)
A la fin de I’étape 2 on a

22— y?
(5) f(xvya z) =C > + 02('2)
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Etape 3 : On dérive (5) par rapport a la variable z et on identifie ’expression a (3)

af B 22 —y> 00,
&(%yaz)——c +E(Z)

22

On en déduit que
e
0z

On integre cette équation par rapport a la variable z et on trouve

(z) =0.

CQ(Z):K, CeR

Conclusion :
22 — 2
flz,y,z)=C +K, C,KeR.
z
x
r3
3. Plus précisément on a W = T,%
z
r3

=-14+0 cCcer

~—

On trouve W = V f avec f(z,y, 2
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