Exercice A.1.29 Gradient et Laplacien en coordonnées polaires

1. Avec les regles de dérivation de fonctions composées (vues dans les exercices 13. et 14.,) on a le systeme

suivant
%(r, 0) = cos 0%(7’ cos B, rsinf) + sin 9%(7" cos B, rsin 0) Ly
%(r, ) = —rsin 0%(7‘ cos@,rsinf) + rcos 0%(7“ cosf,rsinf) . Lo

Dans la suite, on doit supposer que r # 0.

2. Maintenant on résoud ce systeme d’inconnues %(r cosf,rsinf) et %(T cos B, rsinb).

sin @ dg B
r %(Ta 6) - gl(ra 9)

sin 0

cosOL, —

of o dg
Lo = %(TCOSQ,rsmG) = (cosﬁ)g(ﬂ 0) —

sinfL + CO:GLQ = gjyt(rcose,rsinG) = (sinH)%(r, 0) + CO:G%@R’ 0) = go(r,0)

On obtient ainsi ’expression du gradient en coordonnées polaires vues en PS21 :

10g

. dg S S . - _ [cosf , _ (—sin®
Vf(rcosf,rsinf) = 5(7’, 0)é, + ;%(r, 0)éyp| , oué, = (sin0> et ép = ( cos 0 >
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Exercice A.2.1. Opérateurs différentiels

Aq
A=|4,| B
Az

Dans tout I’exercice on pose

By fAL
= | B ) (fA) = fA2
Bs fAs

A B.VA, By %A1 4 p,2A 4 B oA
RA= (a4, et (B-V)A=|B-VA4y| = BBA2+BBX2+BBA2
AA3 B-VA; BBA3+B +BaA3
V(fg) =9Vf+fVg.
o(f ) %Xg_‘_fxg gi-f @
V(fg) = af;g = |G xg+rxgl|=g| G|+ ]| =9VF+FVyg
o) \Eearrei) \E) \d
2. div(fA)=fdivA+A-Vf
: _0(fA) | O0(fA2) | O(fAs)
div(f4) = Ox + oy + 0z
of 0A;1| Of 0As | Of 0As
=L xA i wa T A 943
g0 M gy [Ty <At I [T T g,
0A; (9A2 of of
X A X As+ — x A
f(am ay ) ( 1+8y 2+ 57 X A
= fdivA+ 3f ( ) fdivA+A-Vf
o
G
3. div(Vf) =Af — vu en cours.
5. rot(fA) = frot A+ VfAA
2 A, o) _ dlfho) L Ag+fx % — (G x A+ fx
rot(fA)(éj:)/\(fAQ) (ffh)_% = |« 04 _ (BF 5 A3+ f x
9 JA a(fA
9z F4s (ax2)_% giXAg—i-fXaAQ— g—ngl—kfx
QA3 _ 04y O o Aa— 2L w A
9 9z dy 37 0z 2
= 4}{_854;_‘_ %XAl—%XAg
8({}02 88121 %XAQ JXAl
=rot A =VfAA

0As
0z

0A3
ox

0A;
dy
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8. rot(rot A) = VdivA — XA

Kl 0As _ 9As @(8/—12 8141) o Q(@Al . (9A3)
% B i Yok o 5 oh  on
— O 1 3 . o 3 _ 2\ _ O 2 1
rot(rot A) = 2 MG = | & oy~ 0 ) = 5o — 4,1)
K 04, 94 g(al_aAs)_@(aAs_az
0z T dy ox\ Oz oz oy \ Oy 0z
9%A, . 9% A, ) . ( %A1 82A3)
Oyox oy? 022 0z0x
— (82143 o 82142 ) o ( 62142 82A1)
020y 022 Oz2 0xdy
(82141 _ 82143 ) _ ( 82143 _ 62142)
0x0z Ox2 0y? OyOz
9%2A 924, 9%A 9%2A 9%A 92 A
o T 9 o +g T agafc + 9200
_ 9% Az 9%As  9%A, 9% Az 0% As 9%A;
- T2 T 022 T oy + [+ Oy? + 020y + Ozxdy
_9%A43 9245  9%As +62A3 + 924, + 0% A,
Ox2 0y? YA 0722 00z 0ydz
— Ra = V(div A)

On conclut la derniere égalité en supposant A de classe €2 pour utiliser le théoréme de symétrie de Schwarz.
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Exercice A.2.3. Question 2
Pour appliquer les résultats précédents, posons

x
F(y,2) = g(r) = g(V/a? + 42 + 22) et A(w,y,2) = OM = | y
z

On a 5?\7

div(fA) = fAivA+VS-A & g(r)divOM + ¢'(r) : .OM = 0.
En dimension 2, on applique A.1.29 Q2 a f(M) = g(r), on a bien

Vf(M)—@ cos @ _'_@ —sinf\ _ Jg (T _@6?\_)/[
~ Or \sinf 00 \ cos® ) or\%) or r

=0

Le résultat reste vrai en dimension 3.
Sachant que
divOM =3 et  OM -OM =a*+y’+22 =12,

on obtient on équation différentielle homogene du ler ordre pour la fonction g :

3g(r) +rg (r)=0|

On rappelle la formule vue en MT02 : la forme générale des solutions de 3y’ = a(t)y est y(t) = Cela®dt oy
C se détermine a ’aide d’une condition initiale.

On a donc
3 5 C
g (r)=—"g(r) = g(r) = Ce37 = Celtm ™ = = |
r r
— —
Comme [|Vf(~1,1,0)[| = Hg’(\/ﬁ)H car [OM|| =r = % =1, la condition intiale se réécrit
3 C 20

NG (\/5)3:5@ C:ig.
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Exercice A.2.5. Potentiel scalaire
A faire!
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