Exercice A.2.5. Potentiel scalaire
Le champ de vecteur V : R3 s R3 est défini par

x
1+x2+y2+22 )

Viz,y,z) = 71+12+y =t ﬁy z
1+z2+y2+z2 + 5 3

1. L’application V est de classe €' au moins sur R3.
On calcule en tout point M (x,y, z) le rotationnel de V :
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On conclut que
<V M(z,y,2) € R3, EV(M) = ﬁ) & a=1.
2. D’aprés un théoreme du cours, on en déduit qu’il existe une fonction f de classe €2 sur R? telle que
V =V f. C’est la définition d’un champ de vecteur V' qui dérive d’un potentiel scalaire f.
On déterminer ce potentiel f par intégrations partielles successives.
(i) On pose le systeme

2]

a,y,z) = m Ly

af{;(%ya z) = W +BZ/ z Lo

a

3*];(937%2) = W‘Fﬁg Ls
On commence par intégrer L par rapport a x pour chercher la forme générale de I’expression de f

of T 1 2 .2, .2
= [ == dr = dr = = 1In(1 C .
faw) = [ G ade = [ de = g 42 447 45 + Cilw. 2
(ii) Ensuite on essaie de trouver la forme générale de 1’expression de la fonction Cy par identification
avec Loy : 5 5
f y Ch
) + ) .
ay(w Y, 2) = T2 2 oy (y,2)
En comparant avec Lo on obtient
oC oC 32
T =B = Cila) = [ Gy = o).
Y 3
Bilan :
1 2 2 2 y’z
flz,y,2) = 51n(1+:c +y +z )+?+CQ(Z).
(iii) On détermine la forme générale de 'expression de Cy par identification avec L :
of z y3 / /
g(x,y,z) e +ﬁ? +C05z) = Cy2)=0 = Ci(2)=K, KEeR.
1 2 2 2 ¥’z
Conclusion : | f(z,y,2) = iln(l—l—x +y“+z )—i—?%—K , K e R.
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Exercice A.2.7 : Potentiels scalaires
On considere le champ de vecteurs suivant

V:R? —» R3
2y + 2 Ve
M — VIM)=|2z+z|= [V,
T+y V.

1. Les composantes du champs de vecteurs V' sont polynomiales donc le champs de vecteurs V est contintiment
différentiable. D’apres le théoreme I1.4.2 page 18, il faut montrer ici que le champ de vecteur V est de di-
vergence nulle. On calcule

AT\ oV,

div V(M) = = )+a—y( )+ .

(M)=0+0+0=0.

On en déduit que V' dérive d’un potentiel vecteur ce qui signifie qu’il existe un champ de vecteurs A : R3 — R3
tel que V = rot A.

2. On veut résoudre I’équation différéntielle V' = rot A ou est A est de la forme

x(2z —y)
A= yo(z,2)
2y (z,y)
et ¢ et ¢ sont des champs scalaires de deux variables. On calcule rot A :
0 0
o (22 — y) 2gi(w,y) —y G (@, 2)
rot AM) = | gy | x| wolw.2) | = | 20— 238 (x,y)
% 2 (z,y) ya—ﬁ(x, 2)+
On doit donc résoudre le systeme suivant
0 0
258 () — y5e(n,2) = 2y + 2
2x—zg—§f(x,y):2m+z . V(z,y,z) €R3.

y%(x,z)—i-x:a:-l-y

On commence par déterminer partiellement ¢ et v en intégrant les deux dernieres égalités par rapport a x.
Apres simplification, on a

° g%(xay) = _17 \V/(.’L',y) € R27
. a—i(m, z)=1, V(x,z)e€R2.

Ce qui donne
o Y(z,y) = —z+Ci(y), V(z,y) €R?,
o 4(r,2) =1+ Cy(2), V(x,z2)€R2,

ol les fonctions Cp et Cy seront déterminées a 'aide de la troisieme égalites du systeme ci-dessus.
En remplagant ¢ et ¢ par leurs expressions dans la troisieme égalité on obtient

201(y) —yC3(2) =2y + 2, V(y,2z) R,
On réarrange cette égalité de la fagon suivante :

2(Cily) = 1) =y(C3(2) +2), V(y,2) € R*.
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Ce qui se réécrit
Cily) -1 Cy(2) +2

Yy z
On en déduit que ces deux quantités ne dépendent ni y, ni de z et qu’elles sont donc constantes (= A\ avec
A1 € R). On a alors

. V(y,2) € R%.

Ly 1 — _ ¥
{01(y) 1=y {Cl(y) yEMT A e A A A €R

Ch(2) +2 =Mz Co2) = =22+ M5 + A3

Conclusion : On a

w(xvy)z—w+y+/\1%+/\z,
¢($,z):x—2z+/\1§+)\3.

3. La condition supplémentaire div A = 0 va nous permettre d’obtenir des conditions supplémentaires sur
les constantes. On a

2 2
divA(M) = (22 —y) + ¢(z, 2) + ¢Y(x,y) = )\1(% —I—%) +X+X3=0, V(z,y,2)€ R3 .

Ce qui implique A\; =0 et Ay = —A3.
Conclusion : On a finalement

z(22 —y)
AM)=y(zr—224+C) |, CeR.
2(y—z-0)

Pour aller plus loin,

divA=0 < 3JF:R®—>R3 A=rotF.
Vérifiez que
xyz + Cyz
F= TYZ
2xyz

est une solution.
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