Chapitre 4. Exercice A.2.2 Interprétation d’une intégrale double
3.

T
Le domaine 2 est un disque. En effet,
Py <0e?+(y-12%<1.
Une méthode astucieuse pour calculer I3 est d’écrire
I3 =// ydxdy = // (y—l)d:cdy—i—// 1dxdy
9 2 9
=0 + Aire(?2)=nm.
La premiere intégrale double est nulle car le volume signé est nul pour des raisons de symétries.

La formule précédente marche encore

Aire(2) X (hmin + Pmae) 7% (04 2)
2 B 2

ou bien on applique la 2éme formule de Fubini au domaine D :

D:={(z,y) eER* 0<y<2et —/1-(y—12<z<+1-(y—1)72}.

// dnd /2 / 1—(y—1)2 . p /2 |: :| 1—(y—1)2 p 2 ) - ( 1)2
yaray = ydr | dy = yx Yy = yv1— (y—1)2.
2 0 —/1—(y—1)2 0 —V1=(y—1)? 0

Il faut alors effectuer un changement de variable avec sin : on pose

e On change les bornes :
y:2<:>sint=y—1=1<:>t=g[27r]

y:0<:>sint:y—1:—1<:>t:—g [27]
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e On exprime dy en fonction de dt :

d d[1 +sint
d—?j = [—;tsm] =cost < dy=costdt
e On transforme 'intégrand :

2y\/1 — (y —1)2 = 2(1 +sint)V/1 —sin?t = 2(1 +sint)Vcos? t = 2(1 +sint) cost

Finalement,

// yal:mly:/2 2(1+sint)cost><cos7fah§=/2
9 —

(VB

[2 cos?®t + 2sin t cos? t] dt
%
On a besoin de la linéarisation de cos?t = HCTOS% et de la formule

On conclut que

// ydmdy:/2
_O] _

NE

in 2t 313
[1+ cos2t — 2(—sint) cos? t] dt = [t + SH; CO; ] ’
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Chapitre 4. Exercice A.2.3 Théoréme de Fubini

2. Soit h > 0. On pose Z = {(z,y) € R?; y? <4z, y > 0et x < h}.
Ce domaine a déja étédudié au chapitre 3, exercice A.2.1.
(a) méthode 1 : On peut appliquer la premieére formule de Fubini en redéfinissant de Z de la facon suivante

P ={(z,y) eR% 0<z<het0<y<2Vz}.

Ainsi, pour tout fonction intégrable f sur & on a

/ /9 F(@,y) dudy = /O ' ( /0 Y e y)dy) dz.

2

T I I I I I I €X
0 % 0 2 3 4 5 6 h

-1 L

méthode 2 : On peut appliquer la deuxieme formule de Fubini en redéfinissant de Z de la facon suivante

2
.@:{(w,y)eRQ;O§y§2\/ﬁetyz§x§h}.

Ainsi, pour tout fonction intégrable f sur & on a

//j f(z,y) dedy = /OM (/’: f(x,y)dx> dy.

(b) 11 faut calculer avec I'une ou 'autre des formules les trois quantités suivantes

1 1
m:// 1dzdy = Aire(D) xgz//xdxdy ygz// y dzdy
2 mJJ)g m.JJ)g
h [ r2vz h S1h 4 -
m—/ / 1dy d:c—/ 2Vxdr =2 x [g} = "hs.
0 0 0 540 3
1 e 3 [ 3 rz27h 3 h3 3
TG = 5 5/ / xdy | dx = 5/ 2x\/x dx = é[%} = §><72:fh
sh2 Jo \Jo 4hz Jo o2h2tgdo op2 5 5

1 2vh h 3 2vh ) 3 y2 y4 wWh 3 3
Y /0 (L? ydo Jdy =5 /0 yh=fpdy =15 {h 2 16}0 r X (2h*=h%) = TVh

4
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3. On redéfinir Z de la fagon suivante :

D = D\ Ds

ou
Py = {(z,y) € R* 1+y* <2 <5},

95:{(x,y)€R2;3§x§5et3—x§y§x—3}.

y=x—3

y=3—=x

-5 L

Pour toute fonction intégrable f sur &, on obtient

//@f(x,y)dxdyz /@4 f(x,y)dxdy—//@5 f(z,y) dzdy
= /_22 (/ijf(:r,y)d:r) dy — /35 </3:3f(x,y)dy> de.

Comme le domaine Z est symétrique par rapport a 'axe d’équation y = 0, on a .
m = // 1dxdy
9
2 5 5 z—3
LA o [ (L)
-2 1+y2 3 3—x

— /2(4—y2)dy—/35(2x—6)dx

-2

3.2 5 20
- [@4%} = {x2—6x}3:(8—%)—(—8+%)—(25—30—9+18)23

32 =4
3
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1 3 2 5 5 r—3
a:G://J:dxdy: [/ </ a:d:n)dy—/ (/ J:dy)dx]

mJJg 20 [/ 1+y? 3 3—x

3 2

- = [/_2(12—?/24—yz)dy—/;x(Qa:—G)dx]

3 Yy y3q2 217 2]°
S MCRTENE S
20X<[ R TR R R P
I P YRS A Y. S A PO [
20 10 3 10" 3 3 3 100
=48-32_16 =249
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Chapitre 4. Exercice A.2.7 Fubini, changement de variables

1. Le domaine 2 = {(z,y) € R? | 22 + (y —1)2 < 1, = > 0} est un demi-disque de centre (0;1) et de rayon
1.

Y,

Nous n’avons pas besoin de découper le domaine pour appliquer le théoreme de Fubini. On a

P ={(z,y) ER*|0<2<1,1-V1—-22<y<1++1—22}.

//f(:c,y) dx dy = /01 (ﬁigf(:r,y) dy> dz .
9

D ={(z,y) ER*|0<y<2,0<x</1-(y—1)2}.

f(z,y) dxdy = 2 1_(y_1)2f(w,y)dw dy .
X 0 0

2. On pose V = {(z,y,2) e R® | 22+ (y—-1)2 <1, 2 >0, 2 >0, 2 < x} (voir figure page
suivante). Le domaine V de R? représente l'intérieur d'un cylindre limité par les surfaces d’équations z = 0
et z = f(x,y) = x. Dans ce cas le volume de V est donné par 'integrale double

//f(:c,y)d:cdy://xdxdy.
9

2

On obtient ainsi

On a également

On obtient alors

D’apres 1. on trouve

1 1+\/1—$2 1 1+m 1 2 1 2
//a:d:cdy:/ / zdy da::/ [my] dq::/ Qx\/l—xQd:c:{—f(l—ﬁ)%} ==
g 0 \J1-vi-a? 0 1-v1-a? 0 3 o 3

:/02 (/Omxdx> dy:/O? V;}O 1—(y—1)2dy:;/02 (- (g 1)y = %[y_ (y31)3
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x(r,0) = rcosb

y(r,0) =1+ rsind

On remplace x et y par leurs expressions respectives en fonction de r et 6 dans les deux inéquations
caractérisants le domaine 2 pour obtenir des informations sur r et 6. On a :

3. a. On pose {

er=rcosf >0 < 005020@96[_E;E};
car 7>0 279
el +(y—1)2<1e (reosh)®+ (rsinf)? <1er2<1 <:>>00§7«§1.
car r>
M(ﬂ:,y)e@@(r,O)eA:[o;ux[,g;g

Ensuite on utilise la formule du changement de variable suivante

[[swdedy = [ [ £0.0).500)) 1y o
9 A

ou
ox ox
- (r,0) —-(r,0) D) 9 9 9
_| or 00 _ox Y _oT Y
Jiro) = ay Dy =5 (r,0) x 50 (r,0) 50 (r,0) x o (r,0) .

Ici nous obtenons

cos —rsinf

J(T,O): zr60529+rsin20:7~:>|J(r79)|:r,

sinf rcosf
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On rappelle que f(z,y) =z donc f(x(r,0),y(r,0)) = rcosb.

1 z 1 z 3.1 us 2
//xdxdy://rcosﬁxrdrdﬁz/ /2 T2C089d7‘d(9:/ 7‘2d7“></2 cosfdf = [T—} ><{si1r19]2 =_.
R 0 J-z 0 -z 3 1o -3 3

2

y(p,¢) = psing
On remplace = et y par leurs expressions respectives en fonction de p et ¢ dans les deux inéquations
caractérisants le domaine 2 pour obtenir des informations sur p et ¢. On a :

e 22+ (y—1)2 <1« (peosp)? + (psing —1)?2 < 1 & p? — 2psing < 0 & p(p — 2sing) < 0
(p—2sing) <0 ;

b. On pose { z(p, ) = pcos ¢

<~
car p>0

e’ +(y—12<1=>(y-107?<1=-1<y—-1<1=0<y<2ety>0=9¢¢c[0;7] ;
e On en déduit que ¢ € [—%;g}m[o;w]: [O;g] et 0 < p < 2sing.

Conclusion : (z,y) € Z < (p,¢) € A = {(p,¢) € Ry x [0;27] | 0 < ¢ < T, 0 < p < 2sin¢}. Ensuite on
utilise la formule du changement de variable suivante

[[s@ sy = [ [ £(0.0)0060.0) Vil dods
7 N

ou |J(, 4| = p . Finalement,
5 [2sing
//xdxdy://pCOSQXpdpd¢:/ / p? cos ¢ dp do
5 A/ o Jo
Z 312sin¢
2 P
= S —_— d
/0 COb¢[3]o ¢
z sd o )
-3 [ emeton= S -2
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“+o0o
Chapitre 4. Exercice A.2.8 Calcul de / et dt
0

1. Soit R > 0, on considere le quart de disque Zr = {(z,y) € R? | 224+ y> < R?> ;2 >0, y > 0}. On
remarque que la fonction ¢ est radiale donc il est plus judicieux d’utiliser les coordonnées polaires pour

calculer la double intégrale de ¢ sur Zi. On a

@R:{(w,y)€R2’$:TCOSQ,y:TSine,OST‘SR,HE {O;E}}.

En appliquant Fubini, on trouve

R g 2 R 2 % i 677‘2 R
//d)(a:,y) dr dy = // @(rcosf,rsinb)xrdrdd :/ / re”" drdf :/ re " drx/ df = —[— }
A o Jo 0 0 2 2 Jo
R

[0;R]x[0;5

2. Soit @ > 0, on considere le carré Cu = [0;a] % [0;a]. Comme ¢(z,y) = e x e7¥”, il vient assez facilement

2

que
a a a 2
//cb(a:, y)dzdy = / 6_$2dl’X/ e_dey = </ e_tzdt> en effectuant les changement de variables x =y =1 .
0 0 0
Ca

dans les deux intégrales simples.

Pour la suite il faut remarquer que le carré de c6té a contient le quart de disque ¥, et est inclus dans le

quart de disque 7, 5. En effet :

o (2,9) € Dy = 2?2 +y? <a? = 2% <a? et y? < a? =

car >0 et y>0

o (2,9)€C,=>0<r<act0<y<a=2’+y?<2d® s 2%+ y? < (av2)? =

Comme ¢ est une fonction positive sur R? on a

car >0 et y>0

[[owwaziy< [ [o@vdsiy< [ [owv)day
P Ca 2,

54

+o0 9
3. On pose / e Vdt =
0

a——+00

lim

™

4

a

0

e*tht.

(1-—e )< </an—t2dt>2 <

N

(1-

e

—2a2) .

A Taide de la double inégalité précédente on peut montrer que la limite existe.

a
Puisque / e~ dt est positive on a
0

Ona lim V1—e% =1et
a

a——+00

a
\g?\/ 1—e 9 §/ e dt < \/;\/ 1 —e20*
0

+oo 5
Conclusion : / e VUdt
0

NG

2

lim
a——400

0

a
e*’62 dt = VT

2

lim /1 —e2¢® = 1. D’apres le théoréme des gendarmes

—+00

0<z<aet0<y<a= (r,y) €C, ;

(z,9) € Dy 5 -
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