Chapitre 5. Exercice A.2.4 Fubini

On définit le volume
Q= {(z,y,2) ER*;24+ 2>+’ <det 2+2y > 1} .

Intersection paraboloide(S;)/plan(Ss)
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2. (a) La projection de €2 sur le plan z = 0 est le domaine de définition des variables (z,y) : On a

z2<4—22—y? et 2>1-2y.
En concaténant les inégalités, on en déduit que les couples (z,y) vérifient
1 -2y <4—a2—y?

Il faut reconnaitre I'inéquation d’un disque sous forme développée. Il faut la mettre sous forme canonique :

Py —2<3 e+ y-172<4
Il s’agit donc du disque D(4) de centre (0,1) et de rayon 2. Avec les calculs effectués on peut écrire

Q={(z,y,2) e R?; (z,y) €Dgyet1—-2y< z<4—ax?—y?}.

Pour intégrer sur D, il faut avoir le réflexe d’effectuer un changement de variable en coordonnées polaires

x r cos 6
M e Dy <« y) =\ rsing , avec r € [0,2] et 6 € [0, 27].

2. (b) La projection de €2 sur le plan « = 0 est le domaine de définition des variables (y, z) : On a
?<4—yP—z etz+2y>1.
Un minorant évidant de 22 est 0 donc les inéquations caractérisant la projection de € sur = 0 sont

0<4—y?’—2z et z+4+2y>1.

Maintenant, faisons une figure 2d pour appliquer la formule de Fubini a la projection de € sur x = 0.
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Le domaine de définition des variables (y, z) peut étre décrit sous la forme
Dy ={(y.2) eR*; -1 <y<3et1-2y<z<4—y*}

(Pour appliquer autre formule de Fubini, il faudrait découper le domaine en 2 sous-domaines.)
Avec les calculs effectués on peut écrire

Qz{(x,y,z) eRg; (y,Z) el)(b) et — 4_y2_2§$§ \/4—y2—2} :
2. (c) Passez cette question car elle est liée a la méthode des tranches.

3. Avec la question 2. (a) on btient la formule suivante

T
[[] stz [[ ([ 0z de ) anay
. Da) 1-2y
3—2r sin 0—r2
- // / f(TCOSH,TSin97z)dZ X,rdrde
[0,2]x[0,27] —1—2rsiné

Avec les question 2. (b) on obtient les deux formules suivantes

///fx y, 2) dedydz = //D(b) (/ iyy:f(x,y,z)dx> dydz

= e T dr | dz|d
- /_1 /1_2y /_\/mf(x7yaz) x z y
4. Le volume :

3—2rsin §—r?2
Vol(Q) = // / 1dz | xrdrdf
[0,2]x[0,27[ —1—2rsin6

2T 2 r4 9
= // r(4 —r?)drdd = / 1dO x / r(4 —r?)dr = 2n [27“2 _ 7} _
[0,2] x[0,27| 0 0 4 1o
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Recalculons le volume avec la 2éme formule

vae) - [ ( [ ( /g m) dz) 0

_ /3 (/14_y22\/mdz> dy

-1 —2y

_ /3 [—2x§(4—y2—z)

-1

Njw

4—y? 4 [3 3
dy=~ [ (3+2y—y?)2d
L_Zyy 3/1(+y y°)zdy

Il faut terminer le calcul par un changement de variable avec sin :

3+2y—y2:4(1—(y;1)2> :>(3+2y—y2)g:8<1—(y;1)2>2.

On pose sinf = %1 et on obtient

yz—l@—lzsin@@&z—g

yzS@lzsinH@Ozg

y=1+4+2sinf = dy=2cosfdd

s

4 2 3
Vol(Q):§><8 cos” 0 x 2 cosf df

(VB

=87

:4><8><2/g <3+cos(49) 3cos(20)>d0:4><8><2 30 sin(49)+sin(29)]§
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INIE]

s
2

Frédérique Le Louér 3



Chapitre 5. Exercice A.2.6 Fubini

Autres possibilités : méthode des tranches.
(i) Comme le volume V est délimité par les plans d’équation y = 0 et y = 2, on peut superposer des
tranches entre ces deux plans pour reconstituer le volume. On a

V= {yG[O,Q];(:p,z)G.@y} ot Zy ={0<z<4d—y?et2—y<axz<6-—2}

Ainsi, 'intégrale triple se réécrit

/v//f(a:,%z) drdydz = /02 éy/f(:c,y,z)dxdz dy = /02 (/OW (/j;y flz,y, z)da;) dz) dy
- /02 </2:2y (/Oﬁf(iﬁ,y,z)dz) dm) dy.

(ii) De méme, comme le volume V est délimité par les plans d’équation z = 0 et z = 2, on peut superposer
des tranches entre ces deux plans pour reconstituer le volume. On a

Vi={z€[0,2];(z,y) € 2.} ouZ.:={0<y<Vd—z2et2—y<az<6-2y}

Ainsi, l'intégrale triple se réécrit

///f(x,y,z) drdydz = /02 //f(a:,y,z)dmdy dz = /02 (/OW </jy2y f(w,y,z)dx) dy) dz.
v 5
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Chapitre 5. Exercice A.2.7 Intersection spheére-cylindre
Soient R >0et V= {(z,y,2) e R3 |22+ 32+ 22 < R?, 22+ (y— &)2 < RTQ}.
Cela correspond au domaine délimité par le cylindre de révolution autour de ’axe parrallele & (Oz) passant

par le point (0; % ;0) et de rayon % et par la sphere de rayon R.

Pour intégrer sur V on peut utiliser la méthode des batons paralleles & (Oz) :

e Encadrement de la variable z : 22 + 2 + 22 < R? = | —\/R?2 — (22 + y2) < 2 < /R2 — (22 + ¢2) | .
e Domaine de définition des variables (z,y) :

D={(z,y) €R% a? + (y — )2 < & et 2> +4* < R}
—_————

inutile

/V//f(x,y,z) da dy dz = //D (/%ﬂx,y,zdz) dady.

On effectue un changement de variable en coordonnées polaire :

{ x =rcosf

On a tout d’abord

y =7rsinf

P y-EP<B op?1 ) Ry<0o >+ <Ry

On en déduit que y > 0 = et que r < Rsin 6.

L’intégrale triple peut donc se réécrire

™ Rsin® VR2—r2
///f(w,y,z)dxdydz—/ / / f(rcosf,rsinf, z) x rdz | dr | db .
J 0 0 —VRZ—r2
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Le volume est donc (avec f(z,y,2) =1)
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Chapitre 5. Exercice A.2.8 Intersection sphére cone
Soit R > 0. On considere le volume défini par V = {372 +12+ 22 <R? et 22 +92 < z2} .

Le volume est donné par la formule / / / ldzdydz.
%

Par symétrie orthogonale par rapport au plan {z = 0} nous pouvons se ramener au calcul du volume du

demi-cone supérieur :
///1d:1:dydz: 2///1d:cdydz
%

%1

ou Vlz{m2+y2+z2§R2 et xz—l—yzSzQ et 220}.

e Nous allons utiliser la méthodes des batons, c¢’est-a-dire écrire le volume V; sous la forme
V=A{(z,9) € Z:h(z,y) <z < h(z,y)}
e Dans ce cas Z est la projection de V; dans le plan z =0 :

V1:{z2SRQ—xQ—yzetxz—i—yz§z2etz20}
Sl <R2—a2?—y?
= 222 + 22 < R? .

On en déduit que 2 est le disque de rayon L& et de centre (0,0).

V2
e Pour un point (z,y) € Z fixé, on doit déterminer la borne inférieure hi(x,y) et la borne supérieure
ho(x,y)de z :
Vl:{zQSRQ—J:Q—gf etx2+y2§22 et z > 0}

S22+ <22<RP-22—yletz>0

= Va2 +y?<z<R?2—a?—y2.
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Nous pouvons maintenant calculer le volume de V;

/V[/ldxdydz:[j/</\/;Ty2 1dz>d1:dy

Maintenant au procede au changement de variable en coordonnées polaires :

x = pcosb R -
{ y=psing 002 et pell,ZFl et J(p.6) =p.

/V[/ld:cdydz: /0%(/0% (/p\/mldz>pdp)d9

4 — 22
Finalement / / / ldxdydz = 7TR33\f.
v
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