Chapitre 6. Exercice A.2.2 Question (1)

La courbe ci-dessous est entierement parcourue en considérant u € [0,27[. Pour des raisons de symétries

d’axes (Oz) et (Oy), la longueur de la courbe est

)? du =4 / V@ T G W) du

(= [ @)

0

Calculons
(2’ (u))? + (v (v))? = (—3asinu cos® u)? + (3a cos usin® u)
= 9a? (sin2 u cos® u + cos® usin’ w)

= 9a? sin” u cos® u (cos® u + sin® u) = 9a? sin® u cos® u

=1

z s 2 ™
(= 4/2 3la|sinucosu du = 12|a| [sz u]; = 6lal
0
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Chapitre 6. Exercice A.2.4

Dans cet exercice, on réécrit U'intersection sphere/plan en une intersection cylindre plan que nous savons
paramétrer (cf chap 3 ex A.2.7)

{x2+y2+z2:R2 o {x2+y2+4(R—y)2:R2 o {9[:2—i-5y2—8Ry:—3R2

z=2(R—-y) z=2(R—y) s =2R—1y)
w45y~ sR)? - PR =8R* [ a?+45(y—gR)’ = SR
z=2(R-y) 2 =2(R—vy)

Une paramétrisation de la cette courbe est

£ cosh
x g Cos
M(z,y,2) €€ < Mly|=| 2R+ Zsing | et 0€[0,2n].
z 2 (& - %sine)
La longueur de la courbe % est donc
2 2 2 2 2
R R R R 2R
UE :/ \/sin20+60829+4cos29d9:/ —df =|—|.
(%) 0 5 25 25 o Vb V5
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Chapitre 6. Exercice A.2.6
1. Le champ de vecteur V(P(az, y), Q(z,y)) dérive d’un potentiel scalaire si V(z,y) € R?, on

0Q oP

%(xay) - %(x7y) =0.

Or, pour V(y2,x2), on a
oQ oP
o - =% —2
5 (oY) 3y (z,y) =2z — 2y,

donc V ne dérive pas d’un potentiel scalaire.
2. Une paramétrisation d’un cercle du plan s’écrit

(x,y) €€ <« <5yﬂ> = <Zi§2101:99> avec 0 € 0,27 .

On doit déterminer (a,b, R) de sorte que la circulation de V(yQ, 2?) soit nulle le long de .
On a

27
/ V.dl = / y2dx + x*dy = / (b+ Rsinf)? x (—Rsin6)df + (a + Rcosh)? x (Rcosb)df
¢ € 0
2T
= / [ — b’Rsinf — 2bR?*sin? 0 — R3sin® 0 + a?R cos @ + aR? cos® 0 + R cos® 0} df
0
in 260 30
- [b23c059 — bR? <9 - sz ) iy (—0089+ CO; )

i in3 21
+ a?’Rsin 0 + aR? (9_|_ 8111229> +R3 (sin& B Sn; 6’) ]0

=|R%*(a—b)|.

On en déduit que
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Chapitre 6. Exercice A.2.7 Circulation

4. Dans cette question la paramétrisation de € vous est déja donnée (le parametre est x).

r =t
Yy = 1+ ¢2 avec 0 <t <1.
z = 1
V4
14+

-y
Avec V= |y?2 | ona
22z

To(V) = /01 (1 +t3) (1 dt) + (1 +t2)*(2tdt) +t x 0dt

1
= / [t° + ' + 2t + 47 + 2¢°] at
0

= [tg 1t5+752+754+t6}1
35 310

L1 L 54341541545 [43]
35 3 15 |15

5. On obtient la figure suivante

Pour paramétrer un point M(x,y, z) parcourant un segment [AB], on a la caractérisation suivante

M(w,y,z)exﬁ & M=(1-t)A+tB, avect:0—1

r = 1—-t)x1l4+tx1=1
& y = (1—-t)x2+4+tx(-1)=2-3t avect:0— 1
(1—t

z = )X 3+tx2=3—-1
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La direction B correspond au sens ¢t : 1 — 0.

Tg(?) L(y—i—z)dm%—(w—kz)dy—i— z+y)d :/010+ X (—=3dt) + (3 — 3t) x (—dt)

- [3752 _ 154 [—12].
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Chapitre 6. Exercice A.2.8 Green-Riemann

L. 2={(x,y) eR*; 0<z<leta? <y< z}
e On oriente le bord ¥ de ¥ dans le sens trigonométrique. On a alors € =1'1 UT's ou

WGen « (=) o
G)er « ()=(0): o

La circumation de V/(2y, z) le long de % est

/ V.dl = / 2yd:n+ﬂ:dy+/ 2ydx + xdy
¢ Iy Ty

1 0
—/ 2t2><1dt+t><2tdt+/ ot x 2tdt + t* x 1dt
0 1

1 0 1 1
:/ 4t2dt+/ 5t2dt:—/ 2dt = —=|.
0 1 0 3

e La courbe ¥ étant parcourue dans le sens trigonométrique et sans point double, on peut retrouver ce
résultat avec le théoreme de Green-Riemann

/%V.dfz//@(—l)dxdyz —/01 (/ﬂﬁldy)dfﬂ:-/ol(\/%—ﬁ)da::—[”;_aj};:_@_;) _

2.0naz?+y?-2y=0« 22+ (y—1)? = 1. La courbe % est donc un cercle de centre (0,1) et de rayon
1. Une paramétrisation de € est donc

T T cos 0
WD) er o ()=(,0). som

2w

On a donc

/ zytdy — yxide = cos O(1 4 sin )% x cos #dh — (1 + sin ) cos® § x (— sin )d6
4

N
R

(0082 0 + 3sin @ cos? O + sin? 0 cos? 0) do

27 2 9
<cos20 + 3sinfcos? 6 + sm2( 0)> do

2T
1 9 1 — cosd
<+CQOSH 4 3sinfcos? 0 + Zose> a9

sin 20 _ cos® @
4 3

I
N D So— S— S— S—
+

sin 40} 2 13w
0 2

1 o

v_
1

La courbe ¢ est le bord du disque 2 := {(z,y) € R? ; 22 + (y — 1)? < 1} parcourue dans le sens
trigonométrique et sans point double. Les fonctions P et () définies par

P(z,y) = —yz® et Q(z,y) = 2y*
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étant de classe € sur Zon a

[gp(w,y)derQ(w,y)dy = //9 (Zf(x,y) - g];(ar,y)) dady = //@(ﬂc”yz)dwdy-

On effectue un changement de variable en coordonnées polaires

T T 7 Ccos 0
M(y)e@ & <y><1+rsin0>’ r€[0,1] et 6 € [0,27] .

Le jacobien est Jg = 7.

1 2
/ zy?dy — yrlde = / (/ (r% + 2rsinf + 1) x r rd0> dr
¢ 0 0

1 2m 1 r
= / r[(r2 +1)0 — 2r cos 0} dr = / 21 (r? + 1)dr = 27 [* + 5
0 0 0
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Chapitre 6. Exercice A.2.9 Question 4 - Une courbe en huit

Yy

Une courbe paramétrée en coordonnées polaires est définie par la donnée du rayon r(6) en fonction de 'angle
0 parcourant le cercle trigonométrique : on obtient alors

xz\  (r(0)cosb
M(y) N <7‘(9) sin 9>
Le domaine de définition I de 6 est le domaine de définition de  dans [0, 27]. L’aire s’obtient plus facilement
avec la formule

1 1
Aire(D) = 5 /a:dy —ydr = 3 /(7’(9))2d9 (& redémontrer)
I I

Pour la Lemniscate de Bernouilli on a r(0) = ay/cos(20) avec a > 0 fixé. Le domaine de définition du
parametre 6 est caractérisé par I'inéquation

cos(20) >0 <« 20 mod27] € [-5;5] <« 0 mod[n] € [-F; ]

Les valeurs de 0 € [—7, ] permettent de parcourir la boucle de droite et les valeurs de 6 € [7 — 75 7 + 7]
permettent de parcourir la boucle de gauche.

Pour parcourir les deux boucles dans le sens direct, il faut faire varier ¢ dans le sens croissant —7% — 7 puis
7w — % — m+ 7. Par symétrie, I'aire est alors obtenue par la formule

B

sin(29)} I 9

cos(20) df = a2[ 5

4

Aire(D) = % X2 / ! (ay/cos(20))2d0 = a? /

IR
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Chapitre 6. Exercice A.2.11 Sur les hypothéses du théoréme de Green-Riemann
1. La paramétrisation de I' parcourue dans le sens trigonométrique est

{w - 6959 0:0— 27
y = sin#

L’équation de T est 22 + y? = 1 donc

_ 27 27 27
/ M = / xdy — ydx = / cos @ xcosf df—sin x (—sin ) df = / (cos? f+sin? @) df = / 1df = 2.
r r+y r 0 0 0

2. On remarque que la circulation que ’on vient de calculer correspond au travail de la force

i P

le long de I'. La question est : peut-on appliquer le théoreme de Green-Riemann pour calculer cette circu-
lation 7

Les hypotheses sur I' sont bien vérifiées : c’est le bord fermé et sans point double du disque unité. La circu-
lation a été calculée est respectant le sens trigonométrique. Il reste a vérifier les hypotheses sur P et Q.

L’intégrale
oQ oP
//j <&C($,y) - ay(w,y)) dzdy

existe si I'intégrand est continu en tout point (zg,y0) € Z (sauf sur une partie d’aire nulle) et bornée.
Pour (z,y) # (0,0), on a

0Q oP 1 -2z -1 B —2y

%(1‘7?/) - ?y(li)y) - x2+y2 + (33) X (x2+y2)2 <x2+y2 +( y) X <($2+y2)2>>
I N Cal )
_x2_|_y2 (x2+y2)2

//j (gf(%y) - ff;(x,m) dzdy = 0

Ce résultat est différent de la circulation calculée a la question 1. car P et @ ne sont pas continues (0,0) € 2,
donc ne sont pas différentiables, et donc n’admettent pas des dérivées partielles continues en (0,0) € 2.

Par conséquent,
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