Chapitre 7. Exercice A.2.2 Aire, masse, flux

1. Ona XY = {(z,y,2) €ER? |z —2y+22=0, >0, y <1, 2> 0}. Pour représenter cette surface dans
R3 vous devez déterminer les intersections des plans suivants

r—2y+22=0 z—2y+22=0 r—2y+22=0
, et
z=0 y=1 z=0

Ces intersections vous donnent les trois cotés (en rouge) du triangle ci-dessous.

a.

e Choix 1 : utilisation des parametres x et y.
On exprime z en fonction de x et y et on cherche le domaine de définition de x et y a partir des inéquations
de I’énoncé : on a

Z:y—grst(x,y) et 220®y—§20.

On obtient

Z:{(ac,y,z)ER3|z:y—g, (xz,y) € D} avecD:{(x,y)€R2|x20,y§1,y—gZO}.

On dit que D est la projection orthogonale de ¥ sur le plan (zOy) d’équation z = 0.

x x
A partir de la paramétrisation y) = ( Yy ), on calcule le jacobien :
y—

T
z 2

1 0 1
— — — — — - 3
ty = (0) et t, = (1) =l ANty = (—21> = o(z,y) = ||tz N tyl| = (%)2—1—12—1—12:5.
_1 1 1
2

L’aire de ¥ est donc

Aire(%) = / /E | do = / /D U(x,y)dazdy:g / /D ldxdy:gﬂire(D).

base x hauteur _1Ix2

Ici laire de D s’obtient facilement a 1’aide dela formule 5 =

= 1. Vous pouvez aussi la

calculer a l’aide de Fubini :

ﬂire(D):/OQ(/:dy>dm:/02(1—§)dm:[m—fﬁzQ—Tzl.

2
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3 3
Finalement, | Zire(¥) = 3 X Aire(D) = 2|

e Choix 2 : utilisation des parametres x et z.
On exprime y en fonction de = et z et on cherche le domaine de définition de x et z & partir des inéquations
de I’énoncé : on a

y:z—i—g::go(a:,z) et ygl(:),z—i-ggl.

On obtient
E:{(x,y,z)ER?’\y:z—Fg, (z,2) € D} avec D ={(z,2) €eR*|z>0, 2>0, z+g§1}.
On dit que D est la projection orthogonale de X sur le plan d’équation y = 1.

x
x
A partir de la paramétrisation <y) =|z+ % , on calcule le jacobien :
z

z

0 1
— — — — — 3
) et t, = (1) =ty Nty = <—21> =0o(y,2) =|[ta AL =1/(3)2+124+12 = 3
1
L’aire de ¥ est donc

Aire(S) = / /E Ldo = / /D oz, 2)dwdz — g / /D | dadz = gﬂlire(D).

b x haut 2x1
Ici laire de D s’obtient facilement a ’aide la formule ase 2au ur _ 5 = 1. Vous pouvez aussi la

calculer a I’aide du théoréme de Fubini :

2 1-3 2 T 22712 92
JZliTeD—/ / dz dx—/ l—-=)dr=|z——| =2——=1.
(D) 0 (o ) 0( 2> [ 4}0 4

3 3
Finalement, | Zire(¥) = 3 X Aire(D) = 2|

e Choix 3 : utilisation des parametres y et z.
On exprime x en fonction de y et z et on cherche le domaine de définition de y et z & partir des inéquations
de I’énoncé : on a

x =2y —2z:=¢(y,z2) et’xZO@y—zZO‘.

On obtient
Y= {(z,y,2) eR3 |z =2y -2z, (y,2) €D} avecD={(y,2) eR*|y<1,2>0,y—2>0}.

On dit que D est la projection orthogonale de ¥ sur le plan (yOz) d’équation x = 0.

T 2y — 2z
A partir de la paramétrisation (y) = ( Yy ), on calcule le jacobien :

z z

2 -2 1
t, = (1) et t, = (o) =ty AL, = (2) = 0(y,2) = |[fy ALl = V12 4+ (=2)2 + 22 = 3.
0 1 2
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L’aire de ¥ est donc

Aire(3) = / /E Ldo = / /D oy, 2)dydz = 3 / /D | dydz = 3aire(D).

b X haut 1x1 1
Ici 'aire de D s'obtient facilement & Iaide la formule ——o 2au ar_ 5 = 5 Vous pouvez aussi la

calculer a I’aide du théoréme de Fubini :

ﬁlire(D):/O1 </0de) dy:/olydy: [y;}(l):;

3
Finalement, | Zire(¥) = 3 x Aire(D) = 3|

b. Etant donné la masse surfacique p de X, la masse totale de X est donnée par la formule

m= / / pdo .
by
Pour le choix 3 on obtient

m = // o(y,2),y,2)0(y, )dydz-// (2y —22) +y+ 2) x 3dydz
—3// 3y — z) dydz
3/0 </0 (3y—z)dz> dy

1 3
5 5 L5
s [ Sy =ax 3L -2
0

\)

2

c. Utilisons le choix 2. )
S 2
La normale qui fait un angle aigu avec 'axe (Oy) est N = —ty Nty = ( 1 ) :
—1
2241
On exprime V en fonction de z et z : V = | (£ + 2)? |. On a donc
2
z

> 7 - ([T, a? 1 1
T[ng(V)://V-ﬁdg:// V-de:vdz:/ / L b ar— D)de | do = —=
b D 0 0 4 2 2

2. Le volume V est un tetrahedre dont le bord S est constitué des 4 faces suivantes :

e Y : lorientation de la normale utilisée & la question 1.c) est bien dirigée vers I'intérieur du volume donc
,‘F[u)@(?) =—1.

e la face arriere Dy = {(z,y,2) ER3 |2 =0, 2 —y <0, 2>0et y <1} - (yOz). Dans ce cas, do = dydz
et un vecteur normal unitaire dirigé vers l'intérieur est 7 = (1,0,0). On a V-1 =1+22=140. On trouve

> 1
Fluxp, (V) = / / 1dydz = fire(Dy) = = .
Dy 2

e la face de droite Dy = {(7,y,2) € R3 |y =1, 2+22 <2, z>0etz > 0} C (xO0z2). Dans ce cas
do = dxdz et le vecteur normal unitaire dirigé vers I'intérieur est 7 = (0,—1,0). On a V - w=—y?=-1.
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On trouve T[u;CDQ(V) = // —1ldxdz = —Aire(Dy) = —1 .
Do

e la face d’en-dessous D3 = {(7,y,2) ER3 | 2 =0, 2 -2y <0,
do = dzdy et le vecteur normal unitaire dirigée vers l'intérieur est
trouve ﬂchs(V) =0.

Finalement

Fluxs (V) = Fuxs (V) + Huxp, (V) + Fuxp, (V) + Fuxp, (

‘—/'

)=—1.
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Chapitre 7. Exercice A.2.7 Flux
A faire!
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