Chapitre 7. Exercice A.2.7 Flux

Il s’agit du demi-cylindre suivant

ha+

]

I

On considere la surface ¥ = {(z,y,2) € R?; 22 + 9% + R%, hy < 2 < ha,y > 0}.
1. On peut paramétrer > en coordonnées cylindriques de la facon suivante

x x = Rcosyp
MlyleX < y = Rsinyp avec ¢ € [0, 7] and z € [hy, ho] .
z 2=z

2. On calcule le jacobien ||t, A L,||.

—Rsing 0 Rcosp
t_;,: Rcosgp ,Ez: 0 = f:p/\fz: Rsinp
0 1 0

Ainsi ||t, At,]| = R et

// f(x,y,z)do*:// f(Rcosp, Rsing, z) Xx Rdpdz.
3 [0,7] X [h1,h2]

3. Non car tout simplement, on ne peut pas exprimer la variable z en fonction des parameétres (z,y). De
plus, la projection orthogonale (A :=le demi-cercle en pointillés) de 3 sur le plan (xOy) ne définit pas une
bijection donc on ne peut pas utiliser les deux variables (z,y) pour contsruire un changement de variable
de A C R? sur ¥.

4. Avec V = (—y,—z,—x) on a rotV = (1,1,1). En considérant le vecteur normal N = t_:p At, =

(Rcos ¢, Rsinp,0), le flux de rot V & travers ¥ est

Flux y(rot V) = // V. -fido = // (cosp + sing) X Rdpdz
b [0,7] x [h1,h2]

= R(ha — h1) [(singp — cos go)};r

= R(hy — ) % (= (=1) = (~1)) =[2B(h2 — ) |
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Chapitre 8. Exercice A.2.1
Comparaison par le th. de Stokes-Ampeére de Chap 7. Ex A.2.7 Q4/Chap 6. Ex A.2.7 Q3

3. Soit ¥ = {(z,y,2) € R3); 22 +9? = R?et hy < 2 < hgety > 0}. On a calculé la circulation de
V(—y,—z,—x) le long du bord ¥ de X a l'exercice A.2.7 Q3 du chapitre 6 et on a trouvé

/ V- dl = 2R(hy — hy).
(Uﬁ
On a aussi calculé le flux de rot V & travers & & l'exercice A.2.7 du chapitre 7 et on a trouvé
Flux y(rot ‘7) = // rotV  -ndo = 2R(hay — hy).
X

Cela se justifie par le choix du champ des normales unitaires 71 ayant une seconde composante positive (cad
dirigé dans le sens positif de ’axe (Oy)) qui est cohérent avec I'orientation de la courbe % choisie au chapitre
6 selon la regle de la main droite.
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Chapitre 8. Exercice A.2.1
Application du th. de Gauss-Ostrogradski Chap 7. Ex A.2.2 Q2/Chap 5. Ex A.2.1

1. A Dexercice A.2.2 du chapitre 7, on a trouvé que le flux de V= (x2 41,92, 2%) a travers le bord de V est
égale a

Fluzs(V) = // V.-fido = —1
S
sachant que le champ des normales unitaires est dirigé vers 'intérieur du volume.

Or, dans le théoreme de Gauss-Ostrogradski, le champ des normales unitaires doit étre dirigé vers I’extérieur
du volume. Par conséquent on doit trouver
Utiliser les calculs des coordonnées du centre de gravité du chapitre 5 exercice A.2.1 pour retrouver

Fluzg(V) = — // divV dxdydy.
1%

On peut utiliser les calculs des coordonnées du centre de gravité pour calculer 'intégrale triple : On

divV(z,y,2) = 2(z + y + 2) ;»// div7dxdydy:// 2(x 4y + z) dwdydy
1% 1%

=2 (// x daxdydy + // y dzdydy + // zdazdydy)
v v v

1 /1 3 1
=2x Vol(V) x (x6 +yg +26) =2 X 3 % <2+4+4>_1.
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Comparaison par le th. de Stokes-Ampeére de Chap 7. Ex A.2.4 Q2/Chap 6. Ex A.2.7 Q2

Chap 7. Ex A.2.4 Q2. On considere la surface ¥ = {(z,y,2) € R3; z =22 + 4% et 22 + % <1}
On utilise une paramétrisation en coordonnées cylindriques

x T = pcosep
Mlyle¥ < y = /2psing avec ¢ € [0,27[ et p € [0,1].
P z = p?(cos? p + 2sin? ) = p?(1 + sin? p)

On calcule le champ des normales N = T. A T;D réalisant un angla aigu avec l'axe (Oz) :

cos —psing —2v/2p% cos @
T, = V2sin @ , T, = V2pcos @ = N = —4p?sin @
2p(1 +sin? @) 2p? sin ¢ cos @ V2

Lo - Lo 2./211
U N=p/2 = Fluxz(V):// U-Ndpd(p:27r[p \[} =|mV2|
[0,27[x[0,1] 2 Jo

Chap 6. Ex A.2.7 Q2. Le bord de ¥ est la courbe ¥ étudiée a la question 2 du A.2.7 du chapitre 6. On

avait trouvé
/ V. di = /3.
€

D’apres la regle de la main droite, 'orientation du champ des normales uniraires”vers le haut” est cohérente
avec 'orientation de la courbe ¥ dans le sens croissant du parametre. D’ou I'égalité des résultats d’apres le
théoreme de Stokes-Ampere.
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Application du the. de Gauss-Ostrogradski au Chap 7. Ex A.2.4 Q3
A faire!
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Chapitre 8. Exercice A.2.1 - question 5

5. On considere ¥ := {(z,y,2) € R3; 14++/22 +y2 =z et 2 > 3,z > 0} Il s’agit d’'un demi-cone de sommet
(0,0,1)
1+Va24+y2=2 & 224y =(-1)etz>1

Le bord de o est composé de trois morceaux paramétrables comme suit :

T z=0
MlylelhT < y=t avect: 0 — —2
z z=1-—1t
T x = 2cosb . .
Mlyl| el < y=2sinf avecl:—— — —
z z=3 2 2
T z=0
Mlylels <« y=t avect:2—0
z z=1+t

La circulation de V((z — 1)2, 2, %) le long du bord € de X est
., Lo -2 3 0
Te(V) = / V.dl = / t x (—dt) +/ 4 x (—2sin0do) + (20030)2d9+/ tdt
3 0 -z 2
£ 2 4
-

312 3
= [——} +[80050+29+sin29}
On peut retrouver ce résultat avec le théoréme de Stokes-Ampere en calculant le flux de rot V A travers ¥

s
0 3
orientée par les normales intérieures d’apres la regle de la main droite.

Une paramétrisation de X est

x x=(z—1)cosb
Mlyley < y=(z—1)sinf aveczcll,3], 0¢c[-F,75]
z z=1z
Dans ce systeme de coordonnées on a
1
rotV = |2(z—1)
1

Les vecteurs normaux sont donnés par la formule N = +Ty AT, = ou

—(z—1)sind cos 6 (z—1)cosé
Ty=| (z—1)cos® |, T,=|sind = N==£|(z2—1)sind
0 1 —(z—1)

Les normales intérieures ont une troisieme composante positive. L’intégrand est donc

rot V.- (—Ty AT.) = —((z— 1)cosf 4 2(z —1)*sinf — (2 — 1))
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Fluxg(rot V) = — // ((z —1)cosf+2(z —1)*sinf — (2 — 1)>dzd9
[173}X[—§7%}

™ 3 ™ 3 ™
cosed9+/ 2(2—1)2dz></2 sinede—/ (z—l)dzx/2 1d0
1 — 1 _

3 2
= / (z—l)dzx/
1 - 2 2

= - [(2_1)2}3 X {sin&} — [2(2;1)2ﬁ X {—cos@}gg +7r{(z_21)2ﬁ

INE]

us
2
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Chapitre 7. Exercice A.2.1 Question 4

Il s’agit plus précisément de la surface définie par
S: 2?4y =22 et 22+y?—22<0

I1 faut calculer 'aire de S.

1. On commence par paramétrer la surface S. Il s’agit d’'un cone lui méme composé de deux demi-cones
symétriques I'un de I'autre par rapport au plan d’équation z = 0. Plus précisément S = 51 U S5 ou

Si: z=+v22+ 42 avec (z—1)2+42 <1
Sy z=—\a2+9y2, avec (z —1)2 +42 <1

Des paramétrisations de S et So peuvent étre

X X

MeS <« |y]|=2i(r,y) = Y avec (z,y) € D,
z Va2 +y?
X X

MeS & |y|=o(z,y)= y avec (z,y) € D,

: TR

ot D := {(z,y) € R?; (z —1)® +y? < 1} est le disque de centre (1,0) et de rayon 1.

2. On a alors

//sf(x’y’z)d“: /Slf(m’yaz)da—i-/SQf(z,y,z)da
- //Dfoqn(:c,y)!\t;Aﬂ,|ydxdy+//Dfoc1>2(x,y)y@Afyudxdy

On calcule les deux jacobiens pour chaque morceau :

T

/ 2 +y2

1 0
— - = - = 2 2
I T D B B Bl v g i R e e
$2+y2 $2+y2 1
X
1 O /I2+y2
— — — — — 2 2
Pour S2 : te = Ox ’ 1y = tﬁ/\ty = $;/+y2 = ||t1‘/\ty|| = \/xgﬁyQ + xQZ{Fy? +1= \/5

B /1.2+y2 - /x2+y2 1
Les résultats sont identiques pour cause de symétrie.

3. Pour le calcul d’aire, on prend f(z,y,z) = 1.

ﬂure(S)://Sldaz//D\/ida:der//D\/idxdyzzﬁ//Dldxdyzz\/ixﬁure(D)zzm/i.
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