Chapitre 8. Exercice A.2.1

1. Utiliser les calculs des coordonnées du centre de gravité du chapitre 5 exercice A.2.1 pour retrouver

// div? dxdydy = 1.
1%

Puis commenter 'orientation du champ des normales.

2. On a déja montré que le flux de V = (x,y,0) a travers la sphere 3 de rayon R est égal & FluxE(V) = @

a lexercice A.2.4 Q1 du chapitre 7. Puisque la surface X est fermée et orientée par le champ des normales
extérieures, on peut retrouver ce résultat grace au théoreme de Gauss-Ostrogradski

FluxE(V) = /// div V(w,y,z) dxdydz,
1%

ou V est la volume fini, délimité par X. Ici div ‘7(93, y,z) = 2 donc

., A 3 3
FluxE(V):2///1al:1:dydz:2><Vol(])):2>< Wf _ 8773R '
%

3. Soit ¥ = {(z,y,2) € R3); 22 +9? = R?et hy < 2 < hgety > 0}. On a calculé la circulation de
V(—y,—z,—x) le long du bord ¥ de ¥ a l'exercice A.2.7 Q3 du chapitre 6 et on a trouvé

Ty (V) = /g V -dl = 2R(hy — hy).

On a aussi calculé le flux de rot V & travers & a lexercice A.2.7 du chapitre 7 et on a trouvé
Fluxy(rot V) = // rot V - ndo = 2R(hy — hy).
b))
Il reste a justifier la cohérence des résultats par la regle de la main droite.

4. e Flux de rot 7 a travers X..
On commence par paramétrer Y avec les variables x et y :

r =2
y=y
z=2%+y?

Il reste a trouver le domaine de définition des parameétres (z,y).
Pyt =zet2<3-2y = 2°4+°<3-2% = 2+@y-172<4

Il s’agit du disque de centre (0, —1) de rayon 2 qu’on notera D.
On calcule un vecteur normal

1 0 —2z
N=T,NT,=10|A|1]=]-2y
2x 2y 1

En faisant un schéma, on remarque que ce vecteur normal est dirigé vers l'intérieur du paraboloide.
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CIJE(rotV):// rotv-ﬁdaz// rot V - N dady
p) D

Pour calculer cette intégrale double, on effectue un changement de variable en coordonnées polaires

{ x =17cosf avec TE[O,Q], 96[0,2#] et |J|:T

y=—1+rsind

On calcule rot V - N en fonction de r et 0 :

0 —2x
rotV-N=[0 | -|—-2y| =2%=r%cos?0
x? 1

N 2 2 2 2 2 ) o
Py (rot V) = / (/ 7(r* cos® 0) d@) dr = / </ 3 1-cos 26 d@) dr :/ 7 [g + ere} dr
0 0 0 0 0 0

2 2
—/ T3X7rdr:7r[%} :.
0

0

o(Circulation de 7 sur le bord € de X.
On sait que le bord est I'intersection du paraboloide z = 22 + y? avec le plan z + 2y = 3. On peut réécrire
cette intersection comme une intersection cylindre/plan plus simple & paramétrer :

z=az%+y? N 2+ (y—1)2 =4
z+2y=3 z=3—-2y

Une paramétrisation de cette courbe est donc

x =2cosf
y=—1+2sin6
z=3—(—1+2sinf) =4 —2sinf

D’apres la regle de la main droite, la normale intérieure est associée a une circulation dans le sens trigo-
nométrique pour les variables (x,y) donc 6 : 0 — 2.

. 3 27 9 93
%(V):/dx—i—édy—kdz:/ <—2sin9—i—(cgs)><(2cos0)—2cos€)d0
4 0

On peut utiliser la linéarisation de cos? 6 :

cost f — 3 n cos 20 . cos 40
-8 2 8

2w
= [2 cos 0 + (29 + %sin(20) + 1—22 sin(40)> — 2sin 9} . = .

5. On considere X := {(x,y,2) € R®; 1+ /22 + y2 = z et z > 3,2 > 0} Il s’agit d’un demi-cone de sommet
(0,0,1)
1+vVa2d+y2=2 & 22+ =(r—-1)1 etz>1
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Le bord de o est composé de trois morceaux paramétrables comme suit :

T z=0
Mlylell < y=t avect: 0 — —2
z z=1—t
T x =2cosb . .
Mly|l el < y=2sinf avecl:—— — —
z z=3 2 2
T z=0
Myl els <« y=t avect:2 —0
z z=1+4t

La circulation de V((z — 1)2,z,y) le long du bord € de ¥ est

_92 ™ 0
ﬂg(V):/gV.dE:/ tx(—dt)+/2 4><(—2sin9de)+(2cose)2d9+/ Lt
(@ 0 f— 2

jus
2

t2 -2 jus t2 0
:{—5}0 +[80080+20+sin29}ig+[2}2—.
On peut retrouver ce résultat avec le théoreme de Stokes-Ampere en calculant le flux de rot V a travers ¥

orientée par les normales intérieures d’apres la regle de la main droite.
Une paramétrisation de X est

x x=(z—1)cosb
Mlyley < y=(z—1)sinf aveczecll,3], 0¢c[-F,75]
z 2=z

Dans ce systeme de coordonnées on a
1

rotV = |2(z—1)
1

Les vecteurs normaux sont donnés par la formule N = +7y AT, = ou

—(z—1)sin#@ cos 6 (z—1)cosb
Toy=| (z—1)cos® |, T,=|sind = N==£|(2—1)sind
0 1 —(z—1)

Les normales intérieures ont une troisieme composante positive. L’intégrand est donc

rot V. (—Ty AT.) = —((z— 1)cosf +2(z — 1)%*sinf — (z—l))

Fluxy(rot V) = — //
[L@ﬂ*%:%

_ /13<z—1)dzx/_g

z—1)2 . 1%
= — [( D) }3 X {sm@}

1 —

((z —1)cosf +2(z —1)*sinf — (2 — 1)>dzd9
]

3 z 3 z
0080d9+/ 2(z —1)%dz x /2 sin0d9—/ (z —1)dz x /2 1d6
1 - 1 -

e 5 % . 5
o [eoe] 4o [B5],

NIE]

7|

(NE]
[SEY
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6. On considere le volume V := {(z,y,2) € R?; 0 < 2z < 1—2% —y?}.
Le champ de vecteur V(z,x,y) vérifie divV = 0 donc

/// div V(z,y, z) dedydz = 0.
.

On va retrouver ce résultat a ’aide du théoreme de Gauss-Ostrogradski en calculant le flux de V a travers
le bord S de V.

La surface S est composée de deux morceaux
Y= {(x,y,2) €ER®; 2® +9y* =2 —1,(x,y) € D} ol D est le disque unité

et
Yo = {(z,y,2) €R?; (2,y) € D et z=0}.
Le flux total de V & travers S est Flux g(V) = Fluxs, (V) + Fluxs, (V).

e Flux de 7 a travers 2.
On utilise une paramétrisation en coordonnées cylindrique :

x T = pcosp
MlyleX < y=psing avec p € [0,1], ¢ € [0, 27
z z2=1-p?

Le champ des normales est dirigés vers I'extérieur si la troisieme composante est positive. Ainsi

COSs (p —psinp 2p? cos
T,=|sinp |, T,=| pcosy = N=T,NT,= 2p? sin
—2p 0 p
L’intégrand est
V.N=|pcose | AN =2p(1 — p?)cos g + 2p? cos psin g + p?sin p
psin e

Le flux de V & travers Y1 est donc
Fluxy, (V) = // V.-ndo= // (2p(1 — p?) cos @ + 2p* cos psin p + p?sin gp) dpdp
N [0,1] % [0,27]

1 2m 1 2m 1 2m
= / 2p(1 — p*)dp x / cos pdp + / pldp x / sin2¢p dy + / p? dp x / sinp dp
0 0 0 0 0 0

=0 + 0 + 0

e Flux de 7 a travers Y.
Ici on utilise le chapitre 4 et calculons exactement

Fluxy, (V) = // V- ndo
D
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oun = (0,0,—1) est le champ des normals unitaires a 3o dirigées vers 'extérieur du volume. On a

Fluxy, (V) = // —p?sin g dpdp = 0.
[0,1]x[0,27]

e Flux total. Le flux total est nul.

7. Pour a > 0, on considere le volume V := {(z,y,2) € R?®; 0 < 2 < y/a? — 22 — y2}.
Il s’agit d’'une demi-sphere de rayon a fermée puisque

0<z<+Va2—a2—y2 & z>0et22+22+9y%<d%

Pour calculer une intégrale triple, on utilise une paramétrisation en coordonnées sphériques :

x x =rcospsinf
Mlyl|leV < y = rsin psinf avec r € [0,a],¢ € [0,27[ et § € [0, T].
z z=rcosf

Le jacobien du changement de variable est |.J| = 2 sin .
Dans ce systeme de coordonnées, on a pour V(zz2, —22,y%2)

divV(z,y,2) = 22 + 3> = r*(cos’psin®  + cos? )

On obtient alors

/// div V (z,y, z) dedydz = /// r(cos? psin® @ + cos? 0 sin 0)drdfdy
% [0,a]x[0,27[x[0, %

gl

5 in 2012 3p-x 3 T drad
_@ [£+s1n qﬂx[_cos0+cos 9}2_%[(305 0}2 _|4re’ |
5 2 4 lo 3 Jo 3 Jo 15

On peut retrouver ce résultat a I’aide du théoreme de Gauss-Ostrogradski :
Le bord S de V est constitué de deux morceaux de surfaces

Y= {(z,y,2) ER?; 2® +y* + 22 =a? 2 >0}

et
Yo = {(z,y,2) €R?; (z,y) € Det z=0} o D est le disque du plan (zOy) de rayon a.

Le flux total de V & travers S est Flux g(V) = Fluxy, (V) + Fluxy, (V).

e Flux de 7 a travers 2.
Le champ des normales extérieures au volume est dirigé vers le haut : On a donc

a? cos ¢ sin? @

N = [ a®sinpsin? 6 & V-N=ad’sin®0cos?0 — a*sin ¢ sin® 0 cos? 0
a? cos fsin §
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Le flux de V A travers Y1 est donc

Fluxy, (V) = // V- N dpdf
[0,27[x[0,Z]

2 2m 2
=a® x 27 X / sin® @ cos? 0df — a* / sin pdp X / sin? 6 cos? 0d6
0 0 0

=0

™

_ 5 2 . 2 2
=a ><27T></ sinf(1 — cos“0) cos“0dd + 0
0

3 5 ™
:a5><27r><[—cos 0+COS 9}2=a5x277><(1—1>: dma
0

5

3 5 3 5 15

e Flux de 7 a travers Y.
Puisque la surface Y5 est incluse dans le plan d’équation z = 0, le champ de vecteur V est nul. Par conséquent,
le flux de V' & travers Yo est nul.

_ 4ma®

e Flux total. Le flux total est Flux g(V) = Flule(V) =5
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Chapitre 7. Exercice A.2.4 Flux

1. On utilise une paramétrisation en coordonnées sphériques de X

x x = Rcosysind
Mlyle¥ < y = Rsinpsinf avec ¢ € [0,27[ et 6 € [0, 7].
z z = Rcosf

R?sin? 6 cos ¢
Le vecteur normal dirigé vers I'extérieur est N=T PRA ﬁp = | R?sin?#siny
R? cosfsin 6
Rcos psinf
Dans ce systeme de coordonnées, le champ de vecteur V(x, y,0) s’écrit V= Rsinpsind | . Le flux de 1%
0
a travers X est donc

Fluxy (V) = // V- Ndpdf = // R3sin® 0 dpdf = R® x 27r/ sin@(1 — cos® 0)do
[0,27[x[0,7] [0,27[x[0,7] o™

39 T

= 27TR3[— cosf + o8 }0
_ 8TR3
==

2. On considere la surface ¥ = {(x,y,2) € R3; 2 = 2% + y? et 2% + % <1}.

On utilise une paramétrisation en coordonnées cylindriques

x T = pcosp
MlyleYX <« y = +/2psing avec p € [0,27] et p € [0, 1].
2 z = p*(cos? p + 2sin? ¢) = p?(1 4 sin? )
On calcule le champ des normales N = T, A T;D réalisant un angla aigu avec 'axe (Oz) :
cos —psin g —2v/2p% cos @
T, = V2sin @ , T, = V2pcos = N = —4p? sin ¢
2p(1 + sin? @) 2p? sin  cos @ V2
On a )
Lo . Lo 211
U-N=p/2 = FluxE(V):// U-Ndpdgpz%r[p \[} =|7v2|.
[0,27[x[0,1] 2 o
On a
\/Qp sin ¢
V= P COS N = —8p3cos psinp + v2p3(1 + sin? )

p*(1 +sin® p)
Le flux de V & travers ¥ est

4

4 1o

372
Y

Fluxy (V) = // (—8p3 cos psin ¢ + V2p3(1 + sin? go)) dpdp
[0,27[x[0,1] 4

1 3 in 2
{p—] X [4C082(p+\/§<2§0—81n L4
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